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Dinamica

4.1 Obiectivele unitatii de invatare numarul 4

~

Céand vei termina de studiat acest capitol vei fi capabil :

sa deduci si sa enunti teoremele de variatie pentru impuls,
energie cineticad si moment cinetic pentru un punct material si
pentru un sistem de puncte materiale;

sd enunti legile de conservare a impulsului, energiei $
moment cinetic pentru sistemele de puncte materiale;

sé aplici teoremele de variatie, legile de conservare studiate
Si relatiile derivate din acestea in studiul unor procese mecanice;

sa explici intr-un limbaj fizic adecvat fenomenele de ciocnire;

sa aplici notiunile, legile gi teoremele studiate in rezolvarea de|
probleme;

s& utilizezi cunogtintele dobandite in analiza unor sisteme
tehnologice si biologice;

sda realizezi conexiuni intre fenomenele mecanice din mediu s
notiunile studiate;

Dinamica studiaza migcarea corpurilor tinand seama de fortele care o
produc. Din legea fundamentala a dinamicii

F-p (4.1)

rezulta trei teoreme privind miscarea mecanica: teorema impulsului, a
momentului cinetic $i a energiei cinetice.

4.2 Teorema impulsului

Legea fundamentala a mecanicii:

~ ; n def

Fodlmv)_dp oo o (4.2)
dt dt

unde p=mv este impulsul punctului material (cantitatea de miscare),

afirma ca forta aplicata punctului material este egala cu derivata
impulsului punctului material in raport cu timpul. Din aceasta ecuatie
rezulta:

Fdt =d(mv)=dp, (4.3)
H=(Fdt=p,-p,=ap=AmV)=my,-my,. (4.4)

In mecanica clasicd, masa este constantd, de aceea:

124
H=[Fdt =mv,-mv,. (4.5)

ty
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Integrala H se numeste impulsul fortei.

Teorema impulsului.
Impulsul fortei rezultante aplicate punctului material este
egal cu variatia impulsului punctului material.

Conform principiului Ill, forfa F este efectul interactiunii punctului

material cu alte corpuri, asupra carora se exercita actiunea F'=—F din
partea punctului material. Putem astfel scrie:

~F'=F = -[F'dt = [Fdt = ap, (4.6)

prin urmare, cresterea vectoriala a impulsului punctului material se
obtine pe seama scaderii corespunzatoare a impulsului corpurilor cu
care interactioneaza. Avem deci un transfer de impuls in procesul
interactiunii, de la un corp la altul, realizat prin intermediul fortei.
Impulsul este o masura vectoriala a miscarii. Teorema impulsului
exprima o lege de conservare a miscarii materiei. Existenta marimii
fizice impuls si a legii fizice de conservare a impulsului este legata de
proprietatea de omogenitate a spatiului (simetria la translatji).

In S.. impulsul se m&soard in

Ns = kg ﬂ,
S

4.3 Teorema momentului cinetic

Daca un rigid are un punct fix (o articulatie) in jurul caruia se poate roti
liber, atunci aplicand o forta rigidului, el se va roti in jurul unei axe ce
trece prin articulatie, perpendiculara pe planul definit de articulatie si
forta.

Figura 4.1

Daca suportul fortei trece prin articulatie, rigidul nu se roteste. Efectul
de rotatie este determinat de forta si de distanta suportului sau pana la
articulatie, numit braful fortei — (notat cu b in figura 4.1). Tindnd seama
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de directia axei si sensul rotatiei, putem spune ca efectul de rotatie este
dat de momentul fortei fata de polul O, definit de produsul vectorial:

def

M =7 xF,M=rFsina =Fb, (4.7)

unde r este vectorul de pozitie al punctului de aplicatie al fortei, iar b
este bratul fortei, adica distanta de la articulatie la dreapta de actiune a
fortei. Momentul forei se masoara in Nm. Momentul forfei nu se
schimba daca forta aluneca pe suportul sau. Daca rigidul are o axa fixa
in jurul careia se poate roti liber, atunci o forta paralela cu axa de rotatie
sau concurenta cu aceasta nu produce rotatie. Efectul de rotatie este
produs numai de componenta transversala pe axa a fortei, inmultita cu
bratul ei, adica momentul fortei in raport cu axa:
def

M, =F.b. (4.8)

In mod analog definirii momentului fortei, se defineste momentul

oricarui vector, de exemplu momentul impulsului, numit moment cinetic:
_, def

J=rxp=rxmv. (4.9)

Momentul cinetic se masoara in Sl in J.s.

Migcarea unui titirez de exemplu este determinata de momentul sau
cinetic

Figura 4.2

Daca derivezi relatia (4.8) in raport cu timpul si inlocuiesti derivata
impulsului prin forta, conform ecuatiei fundamentale, vei obtine:
dJj _dr . L7, 0P ’

— = — =txF=M, 4.10
dt dt PP T (4.10)
deoarece

Z—:xﬁz\?xmsz, (4.11)

fiind vectori paraleli si deci:
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(4.12)

(4.13)

Momentul fortei este egal cu derivata momentului cinetic in raport cu
timpul. Momentul fortei si momentul cinetic se considera fata de acelasi
punct fix (pol), intr-un sistem de referinta inertial.

Teorema momentului cinetic.

Impulsul momentului (sau momentul impulsului) fortei
aplicate punctului material este egal cu variatia momentului
cinetic al punctului material

(4.14)

Daca nu exista o forta care sa determine un moment care sa actioneze
asupra unui corp, momentul cinetic al acestuia este invariabil.
Observatie. In mecanica cuantica se aratd, si experienta confirma, ca in
domeniul atomic se manifesta caracterul discret, cuantificat al
momentului cinetic.

Modulul acestui vector nu poate avea ca valori decat multipli ai unei
cantitati elementare

J =jh. (4.15)
unde
i=0,1,2,...,
h= 21 =10545-10"*Js (4.16)
T

(h - constanta Planck)
4.4 Teorema energiei cinetice

O masura a efectului util al fortei care produce deplasari este data de
lucrul mecanic, definit de produsul dintre deplasare si componenta fortei
pe directia deplasarii, deoarece componenta normala a fortei nu poate
contribui la deplasarea data (fapt observat inca de Euler). Astfel, lucrul
mecanic este definit prin produsul scalar dintre forta care actioneaza
asupra punctului material si deplasare:

def

dL =

ij

m,

d /ot

r=F (4.17)
o7 = | o

vat,
(dex +F,dy +dez):'|‘(FXvX +F,v, +szz}1t

(@

D

Q

Pol.

Punct fix
fatéd de care
intr-un
sistem
inertial
considera
momentul
fortei
momentul
cinetic

Se

Si
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In cazul fortei constante:
L = [Fdf =F[dF =F(f, ~7,)= FAF = Fd cos(F,d | F = const. (4.18)

Intr-o miscare curbilinie numai componenta tangentiald a fortei
efectueaza lucru mecanic si nu, componenta normala.
Pentru unitatea de lucru mecanic rezulta:

2

[L]:[F][d]:1kgr:—2:1J inSI. (4.19)

Unitatea de Ilucru mecanic in Sl, (1J) este
egala cu lucrul mecanic efectuat de o forta
unitate (1N) pe un drum egal cu unitatea
(1m) in directia fortei.

O unitate des folosita este kilowattora (kWh):
1kWh =1kW -1h =3.6-10°/J . (4.20)

Figura 4.3 Fortele interne nu au rol in accelerarea sistemului. Cand

baronul Munchhausen se trage de par actiunea mainii i reactiunea

parului sunt forte interne. Nu exista acceleratie chiar daca cele doua
forte ar face lucru mecanic

Definim puterea medie in intervalul de timp At prin raportul dintre lucrul
mecanic L efectuat in acest interval si intervalul At:

— L
p - - 4.21
A (4.21)
si puterea instantanee sau momentana:
def
P=IimL=£. (4.22)
A0 At at
Tindnd seama de relatia de definitie a lucrului mecanic, rezulta:
_E_FY (4.23)
dt dt
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adica puterea dezvoltata de o forta este egala cu produsul scalar dintre
forta si viteza. Pentru unitatea de putere rezulta:
2
[P]:M—1kgm—3=1i=1w,in3|. (4.24)
S S

[t

Figura 4.4 Forta externa de interactiune cu copacul, dublul fortei cu
care omul trage de funie are rol in accelerarea sistemului. Se face lucru
mecanic

Inmultind scalar formula fundamentala (4.1) cu di” =vdt , obtinem:
d(mv)

dL =Fdr = vdt =vd(mv)
(4.25)
dL =v2dm +mvd =v2dm +mvadv
unde
Vi=vi=v2, (4.26)
care prin diferentiere da
Vdv = vdv (4.27)
si cu m=const, rezulta:
dL =Fdi = mvdv = d(%mvzj =dE,, (4.28)
2 —
L=[Fdf =AE, =E, -E,, (4.29)
1
unde:
def 2
E o™ ( 4.30)
2 2m

se numeste energia cinetica a punctului material.

Teorema energiei cinetice.

Lucrul mecanic efectuat de forta rezultanta, aplicatd punctului
material, este egal cu variatia energiei cinetice a punctului
material.

i
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Lucrul mecanic
al fortelor
conservative
- este
independent
de drum

- este egal cu
diferenta dintre
valorile finale
si initiale ale
unei functii
numita energie
potentiala

- este complet
recuperabil

Fortele
neconservative
se numesc
disipative

Energia cinetica este egala cu lucrul mecanic necesar pentru a aduce
corpul din repaus pana la viteza v sau altfel spus, cu lucrul mecanic
restituit de corp la oprirea sa de la viteza v. Energia cinetica este o
marime scalara a miscarii. Existenta marimii fizice energie cinetica si a
legii fizice de conservare a energiei cinetice este legata de proprietatea
de omogenitate a timpului (simetria la translatii temporale).

Miscarea mecanica se transmite de la un corp la altul in procesul
interactiunii lor prin intermediul fortei. Impulsul fortei

2

H=[Fdt, (4.31)
1

impulsul momentului fortei

K:TMdt = [ xF (4.32)
1

si lucrul mecanic al fortei

L = [For (4.39
1

masoara cantitativ miscarea mecanica transmisa, fiind egale respectiv

cu variatia impulsului p =mv , a momentului cinetic J =7 xp =7 xmv
. o my 2
si a energiei cinetice £, =

a punctului material.

4.5 Conservarea energiei mecanice

Considera miscarea particulei intr-un camp de forte conservativ. Atunci,
aplicand teorema energiei cinetice, obtii:

L=[Fdr =AE, =-AU =

AE, +U)=0=>
E, +U =E =const

(4.34)

Relatia ultima din acolada de mai sus exprima teorema conservarii
energiei mecanice. Intr-un camp de forte conservativ are loc in timpul
migcarii o transformare reciproca a energiei cinetice si potentiale, suma
lor ramanand constanta.

Pentru un camp de forte neconservativ (disipativ), cand lucrul mecanic
depinde de traiectorie si de modul de miscare, nu exista energie
potentiala, si atunci energia mecanica nu se conserva, ci se transforma
in alte forme de energie. De exemplu, in cazul fortelor de frecare, cand
lucrul mecanic depinde de lungimea drumului si nu este nul pe un drum
inchis, energia mecanica se transforma in caldura.
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P (b)
2

Figura 4.5 La evolutia intr-un cdmp de forte conservativ intre punctele P
si Q pe drumurile P - 1— Q sauP — 2 — Q variatia energiei potentiale
a corpului este aceeasi( Imaginea (a)). La evolutia corpului pe drumul
inchis P -1—-Q —» 2 — P (imaginea(b)) energia potentiala nu variaza
- lucrul mecanic se consuma si se recupereaza.

Poti presupune ca punctul material se afla intr-un camp de forte
conservativ F (') care deriva deci dintr-un potential U(7') si este supus

in acelasi timp la o fora neconservativa (disipativa) F. Aplicand din
nou teorema energiei cinetice, obtii pentru acest caz:

L=j(ﬁ+ﬁ')dF=AEc =.[I3dF+II-:'dF=—AU +L'=

- (4.35)
L':jF'dF =A(E, +U)

deci, lucrul mecanic al fortelor neconservative (disipative) aplicate

punctului material este egal cu variatia energiei mecanice a punctului

material.

Pentru campul gravitational terestru 1in apropierea suprafetei

pamantului, lucrul mecanic efectuat de forta de greutate mg intre doua

puncte P4 Si P, depinde numai de diferenta de nivel:
U =~[(-mg )z =mgz . (4.36)
0

Campul gravitational este conservativ. Suprafetele echipotentiale sunt
plane orizontale, linile de forta sunt drepte verticale, iar forta de
greutate este indreptata in jos, in sensul descresterii energiei potentiale
U.

4.6 Sistemul mecanic

Prin sistem mecanic vei intelege un sistem de puncte materiale, care nu
sunt independente, ci supuse la legaturi reciproce, astfel incat formeaza
un "intreg" mai mult sau mai putin deformabil. Principiile si legile
mecanice pentru sistemul de puncte materiale se deduce din principiile
formulate pentru punctul material.
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4.6.1 Dinamica sistemului mecanic

Asupra fiecarui punct mg din sistem se exercita, pe de o parte, forie
interne F,, din partea celorlalte puncte materiale m, ale sistemului si, pe
de alta parte, forte externe Fk din partea corpurilor externe, care nu fac
parte din sistem. Conform principiului Ill, forta (actiunea) fkl exercitata
de particula m, asupra particulei my este egala in modul si de sens opus

cu forta reciproca (reactiunea) ﬂk exercitata de particula my, asupra
particulei my.

Fy=-F,=F,+F,=0,(F, =0), (4.37)
adica fortele interne sunt intotdeauna perechi, doua cate doua egale in
modul si de sens opus (forte de interactiune), de aceea insumate fiind
pentru intregul sistem dau rezultanta nula:

F=YF,=0. (4.38)
k.1

Forta interna rezultanta asupra particulei my este:
N

k=2Fu, (4.39)
1

unde N este numarul total de particule din sistem, si prin Tnsumarea
asupra tuturor particulelor din sistem regasim:

F=YF =)F,=0. (4.40)
k k.l

Momentul rezultant al fortelor interne este de asemenea nul:

M=% xF =Y % xFy=0. (4.41)
k k,1

Intr-adevar, ultima suma este formata din perechi de termeni nuli:

Py x Frp + Ty x oy =1y x Fyy =15 x Fyy :(ﬂ_Fz)XfQ =0, (4.42)
deoarece
F1Xf12:F2Xf12 (4.43)

reprezinta momentul aceleiasi forte flz fata de acelasi pol, sau
deoarece T —T, este paralel cu F,.

Teorema.
Rezultanta fortelor interne si momentul rezultant al fortelor interne
fatéa de orice pol sunt nule.

Lucrul mecanic al fortelor interne nu este, in general, nul:
Fudre +Fydry =Fud(r, —r)=Fydr,

I (4.44)
L :Zk:derk :E;Fkldrk,
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In cazul corpurilor rigide (nedeformabile), distantele reciproce ry sunt
constante:

r, =0=dr, =0=1=0. (4.45)

Pentru corpurile rigide, nedeformabile, lucrul mecanic al fortelor interne
este nul. Pentru corpurile deformabile, fortele interne pot face lucru
mecanic.

Poti aplica ecuatia fundamentala fiecarui punct material al sistemului:

m,7,)- %

mi )= F, 4 F (4.46)
Prin insumare asupra tuturor punctelor materiale din sistem, obtinem:
d - dP - - _
—Zpk=—=ZFk+ZFk:ZFK:F, (4.47)

deoarece, suma fortelor interne este nula.

Teoremd. Derivata in raport cu timpul a impulsului total P al

sistemului este egald cu rezultanta F a fortelor externe
aplicate sistemului.

Daca rezultanta fortelor externe este permanent nula, impulsul total al
sistemului se conserva. Sistemul nu-si poate schimba impulsul total
decat sub actiunea unei forte exterioare. Foriele interne pot doar
redistribui impulsul intre partile componente ale sistemului. Sub forma
integrala poti scrie:

H = [Fdt= AP, (4.48)

analog teoremei impulsului pentru punctul material.
Poti aplica ecuatia fundamentala fiecarui punct material al sistemului:

d _ .\ dJ,

d—t(ﬂ{xpk):T:ﬂ(x]Fk+ﬂ{xﬁk=Mk+Mk. (4.49)

Insumand dupa toate punctele sistemului rezulta:

I w: dJ L

—»J, =—=>»r1xF =M,

RN

_, def ~

J=2Jk (4.50)
k

M=,
k

deoarece momentul fortelor interne este nul.

Teorema.

Derivata in raport cu timpul a momentului cinetic total J al
sistemului fatd de un punct dat (pol) este egald cu momentul

rezultant M al fortelor externe fatad de acelasi punct (pol).
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Fortele interne pot doar redistribui momentul cinetic intre particulele
componente ale sistemului. Prin integrare se obtine:

K = [Mdt = AJ, (4.51)

analog teoremei momentului cinetic pentru punctul material.

Figura 4.6 Miscarea rotita a mingiei de rugbi pe traiectoria pe care este
aruncata

Se poate scrie teorema energiei cinetice pentru fiecare punct material al
sistemului:

d[%mkvsz:(ﬁk +F W7, =dL, +dL, . (4.52)
Insumand pentru toate punctele sistemului si integrand, obtinem:
1 2 - = .-
dZ(Emkaj:Z(Fk+Fk)drk:L +L, AE, =L +L. (4.53)
k k
Teorema

Variatia energiei cinetice totale a sistemului este egala cu
lucrul mecanic efectuat de toate fortele, atat externe, cat s
interne.

In cazul solidului rigid, lucrul mecanic al fortelor interne este nul si
numai fortele externe pot schimba energia cinetica a sistemului.

Un alt caz important este acela cand fortele interne sunt conservative,
atunci se poate introduce energia potentiala a sistemului, functie numai
de pozitile tuturor punctelor materiale ale sistemului, adica functie
numai de configuratia sistemului:
. def
L =Y [Fydf =-AU. (4.54)
k

Teorema energiei cinetice devine in acest caz:

AE, =-AU+ Y [Fidfy =-AU+L = A(E. +U)=L. (4.55)
k

c —
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Prin urmare, variatia energiei mecanice, cinetice si potentiale, a unui
sistem conservativ este egala cu lucrul mecanic al fortelor externe
aplicate. De aici rezulta teorema conservarii energiei mecanice (cinetice
si potentiale a unui sistem conservativ izolat.

Se numeste centru de masa a unui sistem mecanic punctul definit prin
vectorul de pozitie:

_ def

N N
Foy :ikaFk,undem:ka, ( 4.56)
m = k=1
sau pentru o distributie continua a masei:
A T 1,-
fey =—|rdm =—/|rpdV . 4.57
ou = —-Jfdm =—[7p (4.57)

Daca sistemul se descompune in parti cu masa Mg si cu centrele de
masa R, , atunci grupdnd sumele pentru aceste parti, rezulta:

def 1

Fem =

—> M, Ry, undem =Y M, . (4.58)

m S S

Centrul de masa (CM) este un anumit punct geometric asociat
sistemului mecanic. In acest punct pot sa nu existe particule sau masa
distribuita, de exemplu cazul CM al unui inel sau a unei paturi sferice.
Derivand formula de mai sus obtji:

Migy =MV, => MV, =>p, =P. (4.59)
k k
CHEED
B = . . C.M.
Teoremé&. Impulsul total P al sistemului este egal cu masa m a
sistemului inmultita cu viteza v\, a centrului de masa, ca si Acronim

cum intreaga masa a sistemului ar fi concentrata in CM si s-ar pentru
migca cu viteza acestuia.

centru
de masa

In raport cu un sistem de referintd inertial, centrul de masa al unui C I
sistem izolat se misca rectiliniu uniform sau este in repaus. Aceasta

este legea inertiei pentru un sistem.

Derivand relatia de definitie a impulsului sistemului, obiii:

Migy =MV gy =Még, =P =F ='F, . (4.60)
k

Teorema.

Rezultanta forielor externe F este egala cu masa sistemului
inmultita cu acceleratia CM.

CM al sistemului se misca ca un punct material cu masa egala cu masa
sistemului si asupra caruia se aplica rezultanta fortelor externe
(teorema de migcare a CM), ca si cum toate foriele externe s-ar aplica
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in CM ; intreaga masa a sistemului ar fi concentrata in CM si s-ar misca
cu acceleratia acestuia. Forma integrala a enuntului este

H =[Fdt =mAv, . (4.61)

Impulsul fortelor externe este egal cu masa sistemului inmultita cu
variatia vitezei centrului de masa, deci fortele interne nu pot schimba
miscarea CM. Un cuplu de forte, oriunde ar fi aplicat, nu poate schimba
migcarea centrului de masa, ci doar roteste corpul in jurul CM.

4.7 Test de autoevaluare 4.1

A,
ﬂ',.

‘ Raspunsurile la acest test le gasesti la pagina 91

@% O-=

1. Ce este centrul de masa?

2. Care sunt cele trei teoreme ale mecanicii pentru puncte
materiale?

3. Scrie teorema impulsului.

@@ este momentul cinetic?

5. Cand se conserva momentul cinetic?

|§9
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4.8 Ciocniri

OO

Figura 4.7 Ciocnire complexa intre doua solide rigide

Prin ciocnirea a doua sau mai multe corpuri se intelege, in general, un
proces de interactiune in care atat inainte cat si dupa interactiune
corpurile se gasesc la distanta mari unele fata de altele, adica nu
interactioneaza, deci interactiune dureaza un timp finit. Daca in urma
ciocnirii starea interna a fiecarui corp nu se schimba, ciocnirea se
numeste elastica.

Vom considera ciocnirea corpurilor macroscopice. in momentul atingerii
corpurile incep sa se deformeze, viteza lor relativa se reduce la zero,
energia cinetica relativa se transforma in energie de deformare si in alte
forme de energie. Ciocnirea este plastica

Figura 4.8 Berbecul de asediu este folosit pentru ,,deformarea”
incuietorilor portii

In ciocnirea elasticd, in final, deformatile se anuleaza si energia
cinetica relativa se restituie integral, fara a se transforma in alte forme
de energie.

20 m/s v

dupa

Figura 4.9 Ciocnire ,,aproape elastica”, unidimensionala a 2 magini
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Peretele este
un corp plan
cu masa mult

mai mare
decat masa
obiectului
care il
ciocneste.
Peretele

unei cladiri
este perete
pentru o]

minge de
tenis si nu
este perete
pentru  bila
imensa,

balansata cu
macaraua a
unei  magini
de daramat
case .

In ciocnirea total inelastica (plasticd) corpurile se cupleaza, formeazé
un singur corp si continua migcarea cu o viteza comuna.

Figura 4.10 Ciocnire bidimensionala , inelastica , a doua magini

Daca faci descompunerea vitezei relative

Vi=V1i—V2

(4.62)

(a corpului 1 fata de corpul 2) dupa linia de ciocnire, atunci ambele
componente se schimba in general prin ciocnire, deoarece corpurile nu
sunt nici perfect elastice si nici absolut rigide. Componenta vitezei
relative, normala pe planul de contact, vm, isi schimba semnul prin
ciocnire, deoarece inainte de ciocnire corpurile se apropiau unul de
altul, iar dupa ciocnire se indeparteaza unul de altul. Componenta
vitezei relative, vy, reprezinta viteza de alunecare a unui corp peste
celalalt in momentul ciocnirii. Daca linia de ciocnire trece in momentul
ciocnirii prin centrele de masa ale celor doua corpuri, ciocnirea se
numeste centrala. Daca inainte de ciocnire corpurile se migca dupa linia
de ciocnire (v=0), ciocnirea se numeste frontala, in caz contrar, oblica.

in procesul de ciocnire se exerciti forte de interactiune intre corpuri,
deci forte interne, care nu pot schimba impulsul total si momentul
cinetic total al sistemului. De aceea, impulsul total si momentul cinetic
total ale corpurilor care se ciocnesc, imediat Tnainte de ciocnire sunt
egale cu impulsul total si momentul cinetic total ale corpurilor imediat
dupa ciocnire, adica impulsul total si momentul cinetic total ale
sistemului de corpuri care se ciocnesc se conserva in procesul ciocnirii.
Pentru fiecare corp separat poti scrie:

P Zﬁs =MAV,

stﬁs =AJ

(4.63)

!

K

—_

In cazul ciocnirii total inelastice (plastice) a doua corpuri, ele se
cupleaza astfel incat conservarea impulsului total da:
m1‘71 +mz‘72 :(m1 +m2)7'
oMMy, , (4.64)
m,+m,
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unde v,,,V' sunt vitezele centrelor de masa. Energia cinetica pierduta,
adica transformata in alte forme de energie (caldura) va fi:

~AE, =Q = m1v12+%mzv22———(m1+m2)/'2
( 4.65)
=’I m,m, (ﬁ -V )2=1IUV
2m, +m, ' ?
unde

y - m.,m,

m,+m, (4.66)
V=V, -V,

sunt respectiv u masa redusa a celor doua corpuri $i v, viteza relativa

a corpului 1 fata de corpul 2.

In cazul ciocnirii perfect elastice, pe langa impulsul total se conserva si
energia cinetica totala. Considerand ciocnirea centrala si frontala,
corpurile inainte si dupa ciocnire se migca in aceeasi directie (cazul
unidimensional) si ai:

my,+my,=my ,+m,v',

1 2 1 2 1 12 1 12 (4'67)
—MVy+—=MyVy =—my's+=—m,v';

2 2 2 2

un artificiu matematic care evita rezolvarea sistemului ca sistem de
gradul al doilea, este de a muta tot ce este cu corpul unu in stanga si
corpul doi in dreapta egalului si:

m1(V1 _V'1): mz(Vlz_Vz)
( 2 -2) ( 12 2) (4.68)
mvy+v'y)=myv'5+v,
si impartind membru cu membru:
VitV =vihH, v =y v, =, (4.69)
adica viteza relativa isi schimba doar semnul.
Din sistemul de ecuatii de mai sus rezulta:
v =2v'-v,
V,=2v'-v,, (4.70)
My, +MyV,
m,+m,

In cazul ciocnirii perfect elastice centrale si frontale cu un perete, adica
un corp de masa foarte mare, my>>m;y,

viy=2v, —v,siv,=v, (4.71)
In particular, pentru un perete in repaus, v,=0 si
vi=-v,siv,=v, (4.72)

adica corpul 1 se intoarce cu aceeasi viteza, in modul. In cazul ciocnirii
perfect elastice oblice cu un perete in repaus, avem:
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V| =] (4.73)

adica viteza incidenta v si viteza reflectata v' sunt in acelasi plan cu
normala si unghiul de reflexie o' este egal cu unghiul de incidenta a.
Daca notam cu t durata ciocnirii, atunci forta medie exercitata de perete
asupra particulei va fi:

F:A(mv):mv—mv:fZZmVCOSa, (4.74)

T T T

perpendiculara pe perete.

4.9 Sistem cu masa variabila

Y,

-@-

Daca intr-un timp infinitezimal dt un corp castiga sau pierde o cantitate
infinitezimala de masa dm, fortele de alipire sau de expulzare sunt forte
interne si nu pot schimba impulsul total al sistemului.

7"\
N
\

M

f
|
|
|
1
|
!
|

o e e e

g B "4

Figura 4.11 Racheta din figura are masa variabila, in scadere. Impulsul
gazelor ejectate determina forta care propulseaza racheta in sus

Notand cu F forta externa asupra corpului de masa m, cu v viteza CM
a acestuia si cu v viteza masei dm, aplicand teorema impulsului total in
cazul alipirii (dm>0), obtinem:

Fdt =(m +dm)( +dV)—(mV +idm)=
= d(mv) -dm dv. _,dm L (4.75)
F = —Uu =m-——-v'—,undeVv'=u-v

dt dt dt dt
unde V' este viteza relativa fata de corp a particulelor alipite. Termenul
infinit mic de ordinul doi dmd v este neglijabil. Aceeasi ecuatie se obtine
si in cazul expulzarii, dm<0:
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Figura 4.12Vagonul din figuré are masa variabila, in cregtere. Variatia
componentei orizontale a impulsul materialului care curge in vagon
determind o forta care actioneaza pe orizontald asupra acestuia.

Fat =(m —|dm )7 +dV ) (mV —|dm|r)

Fdt =(m +dm)(V +dv)—ddm —mv

Fogdm _dmv) (4.76)
dt ot

F +\7'dﬂ: d_v
dt dt

V'=U-v

4.10 Test de autoevaluare 4.2

Raspunde la intrebarile:

®%« O-=

1. Prin ce se deosebeste ciocnirea plastica de cea elastica?

2. Ce legi de conservare sunt valabile in cazul ciocnirii elastice?

3. Dar in cazul ciocnirii plastice?
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A,

L

:

®% *"qfff Test de autoevaluare 4.2 - Continuare

4.Prin ce se caracterizeaza ciocnirea elastica cu un perete?

5.Cum este propulsat un avion cu reactie sau o racheta?

pagina 92

4.11 Lucrare practica

1.

¢ Dintr-o planseta sau o scandura sau— cel mai bine— dintr-o rigla
transparenta mai lunga (50 cm) alcatuieste un plan inclinat, rezemand

capatul superior, pe un teanc de carti sau altfel.

¢ Lasa sa alunece un corp mic, o guma de pilda sau o moneda,
si cu un cronometru sau un ceas, determina timpul, momentele
cand trece prin dreptul unor anume diviziuni (in cazul ca te-ai

hotarat pentru o rigla).
¢ Este bine sa repeti experimentul de mai multe ori (10 ori) .
¢ Noteaza toate rezultatele masurarilor

¢ Stiind ca migscarea este uniform accelerata, determina

acceleratia Folosind rigla afla si valoarea atractiei gravitationale

2.

¢ Reia experimentul precedent, dar modifica inclinarea planului,
scotdnd sau introducand carti. Poti afla inclinarea planului cu un
raportor mai mare sau masurénd cu o alta rigla catetele triunghiului

dreptunghic si calculand tangenta.

¢ Daca determini durata alunecarii si stii spatiul, pofi
acceleratia dar si viteza medie (spatiul pe timp).

¢ TIncearca s& confirmi formula care d& acceleratia ca functie de
inclinarea planului si coeficientul de frecare.

din datele a cel putin 2 inclinari.
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3.

. Modifica inclinarea planului astfel incat guma sau mai
bine moneda sa alunece uniform (aprecierea uniformitatii migcarii
este la latitudinea ta). Tangenta unghiului pentru care alunecarea
este uniforma, este chiar egala cu coeficientul de frecare la
alunecare. Acest unghi se mai numeste unghi de frecare.

. Determina astfel coeficientul de frecare pentru mai multe
perechi de suprafete. Compara cu valorile obfinute prin alta
metoda. Compara preciziile metodelor propuse.

. Intocmeste un protocol al lucrérii. Foloseste un editor de
texte si descrie metodele alese. Tabeleaza rezultatele. Descrie
prelucrarile pe care le-ai facut si rezultatele pe care le-ai obfinut.
Adauga toate detaliile pe care le consideri importante.

4.12. Raspunsuri la testele de evaluare

®% *"qfff Testul de autoevaluare 4.1 Réspunsuri ﬁ'

1. Se numeste centru de masa a unui sistem mecanic punctul g
definit prin vectorul de pozitie:

defl N N
IcM = — D, myf,undem= > my .
M=y k=1

2. Cele trei teoreme pentru puncte materiale sunt: teorema
impulsului, teorema energiei cinetice si teorema momentului cinetic.

3. Impulsul fortei rezultante aplicate punctului material este
egal cu variatia impulsului punctului material.

4. Momentul impulsului, numit moment cinetic:
_def
J = rxp=rxmv, este 0 marime fizica egala cu produsul vectorial
dintre bratul impulsului (distanta dintre centrul de rotatie si punctul
de aplicatie al vectorului impuls) si impuls.

5. Momentul cinetic se conserva cand momentul fortei
aplicate este zero.




Dinamica

N
@f *"ﬁ Testul de autoevaluare 4. 2 Réspunsuri

1. In timpul ciocnirii a douad corpuri ele se deformeaza. La
ciocnirea elastica deformarea dispare dupa ce procesul de
interactiune (ciocnirea) inceteaza, la ciocnirea plastica deformarea
nu dispare.

2. La ciocnirea elastica se conserva si energia cinetica si
impulsul.

3. La ciocnirea plastica se conserva numai impulsul, variatia
energiei cinetice fiind egala cu lucrul mecanic de deformare a celor
doua corpuri.

4. La ciocnirea elastica cu un perete modulul vitezei corpului
dupa ciocnire este egal cu modulul vitezei inainte de ciocnire, iar
unghiul dintre directia vitezei incidente si directia normala la perete
este egal cu unghiul dintre directia vitezei dupa ciocnire si directia
normala la perete.

5. Un avion cu reactie sau o racheta reprezinta un sistem cu
masa variabila. Prin expulzarea gazelor de ardere a combustibilului
cu viteza extrem de mare si datoritd conservarii impulsului total al
sistemului, avionul este propulsat in directie opusa directiei de
expulzare.

4.13 Termeni si expresii cheie. Formule cheie

Termeni gi expresii cheie
Impulsul fortei;
Forte interne; forte externe;
Energie cinetica; energie potentiala;
Momentul fortei in raport cu un pol; momentul
cinetic;
X Centrul de masa al unui sistem de particule;
X Ciocniri plastice ;ciocniri perfect elastice;

>

R/
%

>

R/
%

R/
°e

>

R/
%
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Teoreme si legi cheie

X Teorema de variatie a impulsului pentru un
punct material si pentru un sistem de puncte
materiale;

o> Legea conservarii impulsului;

o Teorema de variatie a energiei cinetice pentru un
punct material si pentru un sistem de puncte
materiale;

o> Legea conservarii energiei mecanice;

X Teorema de variatie a momentului cinetic pentru
un punct material si pentru un sistem de puncte
materiale;

o> Legea conservarii momentului cinetic;

Formule cheie

% Expresia matematica a teoremei de variatie a
impulsului unui punct material

% Expresia matematica a teoremei de variatie a
momentului cinetic al unui punct material
_ def 12

K =Mt = [FxdH =, -J, =AJ
{1

o Expresia matematica a teoremei de variatie a

energiei cinetice a unui punct material
2

L=[Fdr =AE, =E,-E,,
1

s Expresia matematica a vectorului de pozitie a
centrului de masa

F, difljfdm —ijf dv

oM = m P
% Expresia matematica a caldurii degajate intr-o
ciocnire plastica

@..
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4.14. Lucrare de verificare 4

(e

1. Gaseste pozitile centrelor de masa pentru con, emisfera si

placa semicirculara. (3 puncte)
2. Gaseste momentul de inertie al unui cilindru fata de axa
proprie si fata de o generatoare (2 puncte)
3. Explica de ce creste viteza de rotatie a patinatorilor cand Tsi
strang mainile pe langa corp (1 punct)

4 Raspunde la cele trei cerinte ale lucrarii de laborator.
Redacteaza protocolul si adauga-I lucrarii. (3 puncte)

Nota: Se va acorda un punct din oficiu Total 10 puncte

%
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Translatii
Rotatii
Roto-translatii

.
.
.
paralel

Bicicligtii, militarul, maimuta si bananele se translateaza liniar

Scripetele maimutei se rotegte

Rotile bicicletelor si cele ale tancului se rototransleazé in plan

¢ Gandegte-te la miscarea punctelor de pe senila tancului.
Compara migcarea senilei cu migcarea lantului bicicletei. Gaseste
asemanari si deosebiri
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5.1 Obiectivele unitatii de invatare 5

3

Cand vei termina de studiat acest capitol vei fi capabil :

Sé identifici un solid rigid gi tipul miscarii sale

Séa descrii cu termenii potriviti migcarea plan paralela si de
alte tipuri a solidului rigid

Sa definegti si sa calculezi momente de inertie fata de
diferite axe de rotatie

Sé intelegi care este efectul rezultantei fortelor asupra unui
corp rigid

Sé intelegi care este efectul momentului rezultant asupra
unui corp rigid

Sa utilizezi viteza si acceleratia unghiulara pentru
descrierea migcarii soldului rigi

§44444

Sa determini energia cinetica a unui corp solid

5.2 Migcarea plan-paralela

In aceastd miscare traiectoriile punctelor solidului sunt paralele cu un
plan fix. Toate punctele solidului situate pe o normala la acel plan se
misca identic. De aceea miscarea plan-paralela se reduce la
migcarea unei figuri plane in planul sau. Conditia suficienta pentru
ca solidul rigid sa aiba o miscare plan paralela este ca trei puncte
necoliniare care-i apartin sa ramana intr-un plan fix in tot timpul
miscarii. Vectorii r,v,a  sunt continuti in planul figurii (OXY), iar
vectorii @ S$i £ sunt perpendiculari pe plan. Daca alegi axa de rotatie
pe directia Oz o,=m, &,=¢., 0 conventie fireasca este ca ®>0 sa
Tnsemne rotatia in sens trigonometric. Un sistem mobil solidar cu solidul
rigid, foarte convenabil este cel care are originea din O’ si axele O’'X’ i
O’Y’ continute tot timpul in planul XOY ( Figura 5.1).Daca vectorul de
pozitie al originii sistemului mobil este

00" =1, = X,i +Yo] +2,K (5.1)

cunoasterea migcarii corpului revine la cunoasterea dependentelor
temporale

Xo = xo((t))

Yo =Yolt

_—_ (52
6=06(t)
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Deoarece directia O’Z" ramane tot timpul perpendiculara pe planul
O’X’Y", vectorii viteza si acceleratie ai centrului sistemului mobil fata de
sistemul fix sunt confinuti in planul O’X’Y’ iar viteza unghiulara @ gi
acceleratia unghiulara ¢ au directia OZ Prin urmare

Vo =r;o :XOT+YOT

a, :.F:OT)‘(.OF_'_S/‘OI (5.3)
w=0-k

£=0-k

in sistemul fix si respectiv

Vi, =Vl Vo,
a. =a.i'+a.|'
0 . 0): OyJ (54)
w=60-k'
§=0-k
Tn sistemul mobil.
Zﬂ
h?(- Z'T
0 -_j.l ' 9 i
s T Y
i r
% @ P
- I};J “\.\
D e !
: - A RI ‘~P|
Y
Figura 5.1

Pentru punctul oarecare al corpului rigid notat cu P, al carui vector de
pozitie in sistemul mobil este

i'=R'+PP’ (5.5)
se pot scrie - folosind notatiile din figura — relatiile
r(t)=ry,(t)+r'(t) (5.6)

Deoarece PP' 1 XOY rezulti c& miscarea punctului P' este identica
migcarii punctului P. Viteza lui este

V=V, +@xR' (5.7)

97



Solidul rigid

Din analiza situatiei alese, rezulta cateva observatii.

o Exista puncte apartindnd corpului ale caror viteze instantanee
sunt nule. Aceste puncte se afla pe o dreapta paralela cu OZ . Aceasta
dreapta se numeste axa instantanee de rotatie

o Distributia vitezelor punctelor corpului aflat in miscare plan-
paralela este identica distributiei vitezelor de rotatie in jurul axei
instantanee de rotatie

o Punctul in care axa instantanee de rotatie intfeapa planul X'O'Y"
se numeste centru instantaneu de rotatie.

Relatia (5.7) se poate rescrie sub forma

V=V, +axr" (5.8)

din derivarea careia rezulta acceleratia punctului solidului rigid in
migcare plan paralela sub forma

§:§O+c?)xf'+c?)x(c?)xf') (5.9

Pot exista puncte pentru care acceleratiile instantanee in raport cu
sistemul fix sunt nule. Aceste puncte sunt situate pe o dreapta paralela
cu OZ . Punctul in care aceasta axa inteapa planul XOY este numit
polul acceleratiilor.

5.3 Miscarea elicoidala

n fiecare moment miscarea solidului rigid se descompune ntr-o rotatie
infinitezimala in jurul unei axe instantanee si o translatie infinitezimala
de-a lungul acestei axe. (miscare elicoidala instantanee).

Componenta translatiei, continuta in planul perpendicular pe axa, poate
fi desfiintata, mutadnd axa convenabil intr-un punct C numit centru
instantaneu de rotatie (in sistemul fix) sau centrul vitezelor (in sistemul
mobil).

Vectorul de pozitie sau coordonatele centrului instantaneu C sunt date
de:

, (5.10)

Figura 5.2
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deoarece viteza acestui punct v_, In cazul miscarii plane, este nula
(@-V, =0). Luand pe C drept pol, ai

—

V. =@xf (F'=CP), (5.11)

rot

adica vitezele tuturor punctelor figurii sunt in fiecare moment
perpendiculare pe razele care le unesc cu centrul instantaneu C si au
modulul ar'=wCP, ceea ce corespunde rotatiei momentane a figurii in
jurul centrului C cu viteza unghiulara co.

Formula acceleratiilor devine in cazul plan:

a=a,+a,+a, =4a, +&xr-o’r", (5.12)

& w

unde @ sié sunt perpendiculari pe plan, deci a, este perpendicular pe
r', iar a, este centripet catre pol. In fiecare moment acceleratia oricarui
punct este egala cu acceleratia polului ales arbitrar (ag) plus
acceleratia datorita rotatiei momentane in jurul polului

a,+a,=a.+a,. (5.13)

Exista in fiecare moment un punct W a carui acceleratie este nula in
acel moment, numit centrul acceleratjilor. Din relatia de mai sus rezulta
pentru acest punct:

8=0=a,=-8, -8, =[d|=[f x0T =r'Ve’ +0* =

, a, a, & . o8, +ixa, - (514

=1, =—F—sSilgf=—"=—=r1",
Vet + ot a, Vet + ot
in cazul rostogolirii uniforme (s=0) centrul acceleratjiilor se numeste

centrul geometric al acceleratiilor (G). Cele doua centre, ale vitezelor si
acceleratiilor sunt distincte (CAW).

5.4 Dinamica solidului rigid

Migcarea solidului rigid se descompune intr-o migcare de translatie si o
miscare de rotatie in jurul unei axe momentane:

V=V,+V,, =V, +@xr". (5.15)
Dinamica migcarii de translatie coincide cu dinamica punctului material.
Vei studia dinamica miscarii de rotatie.

5.4.1 Energia cinetica de rotatie

Alegand un sistem de coordonate cu originea O pe axa de rotatie,
calculam energia cinetica de rotatie a rigidului, ca suma energiilor
cinetice ale partilor:

1 ) 1,
Eo = ZEmkv SE, = Igvrmdm. (5.16)

rotk
k

Tinand seama ca vitezele particulelor sunt:
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5.4.2

{vmtk = &%, =@xR, (5.17)

Vrotk =a)Rk <::>\/rot =0)R

unde r, sunt vectorii de pozitie si Rk distantele particulelor my pana la
axa de rotatje, obtinem:

E,.. =ZlmkR§w2 TP : (5.18)
—2 2
unde
def
=Y mR; (5.19)
k

este momentul de inertie al rigidului fata de axa de rotatje.

in cazul distributiei continue de masa, suma de mai sus se inlocuieste
cu integrala (integrala de volum):

def
| = [R%dm = [R%pdV, (dm = pdV), ( 5.20)

unde R este distanta elementului de masa dm pana la axa de rotatie.

Momentul de inertie

Momentul de inertie este o marime aditiva in sensul ca este egala cu
suma momentelor de inertie ale particulelor/partilor componente ale
corpului. Momentul de inertie al unui punct material fata de o axa este
egal cu produsul dintre masa punctului material si patratul distantei sale
pana la axa: mR%

e =mRZ=1=>"I. (5.21)
k

Pentru a obtine un moment de inertie cat mai mare pentru aceeasi
masa, aceasta trebuie distribuita la distanta cat mai mare fata de axa,
de exemplu momentul de inertie al unui cilindru gol este mai mare decéat
momentul de inertie al unui cilindru plin, cu aceeasi masa.

Se numeste raza de inerfie sau de giratie fatd de o axa, distanta R,
definitd conform relatiilor de mai jos ( pentru o configuratie discreta de
puncte materiale si respectiv pentru o distributie continua)

I=> MR =mRZ,(m=>m,)
k 2 (5.22)
2 2
| = [R?dm =mR?
R’ :iZm R?
g m - k* Yk
R == [R?dm (5.23)
m
def |
Rg = H
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adica raza de inertie Ry este distanta de la axa data unde ar trebui
concentrata, asezata, toata masa corpului pentru a da acelasi moment
de inertie fata de acea axa.

Daca cunoastem masele partilor componente M; si razele lor de giratie
rqy fatd de o axa, atunci momentul de inertie al corpului fata de acea axa
este:

=21 =2 Mrg. (5.24)
] ]

Dimensiunile momentului de inertie sunt:
I]=[m]R?|=kgm?insI.

Asa cum pentru migcarea de translatie masa unei corp este masura
inertiei sale, momentul de inertie fata de o axa este masura inertiei
corpului in miscarea de rotatie in jurul acelei axe.

Momentul de inertie al unui corp depinde de axa fata de care se
calculeaza, de aceea momentul de inerfie fatd de un sistem de
coordonate este un tensor. Pentru a calcula momentele de inertie fata
de un sistem de coordonate cu originea pe axa de rotatie, sa deducem
expresia analitica a energiei cinetice de rotatie fata de acest sistem de
coordonate. Pentru distributia discreta respectiv continua ale masei

(5.25)

5.5 Problema rezolvata

Doi cilindri — initial in contact — din acelasi material, plini, omogeni, cu
aceleasi dimensiuni dar cu o prelucrare a suprafetelor diferita, se pot
rostogoli pe un plan inclinat. Studiazd miscarea celor doi cilindri. Vel
nota cu « unghiul de inclinare al planului.

1. Un prim caz, banal pentru problemele celor doi cilindri, dar existent
pentru rezolvarea completa, este acela cand cilindrul din fata, cilindrul
aflat mai jos, se rostogoleste mai repede (decét celalalt).

2. Poate ca, inainte chiar de studiul migcarii s-ar putea pune problema
unei posibile pozitii (sau conditii) de echilibru, care, daca este evident
ca nu se poate realiza in cazul unui singur cilindru, nu mai este atat de
evident imposibila n problema cu doi cilindri. Tn sprijinul acestei
abordari se poate aduce imaginea a doua rotite dintate, angrenate si
aflate pe o cremaliera (sina dintata), inclinata - modelare care poate
duce cu gandul la existenta unei pozitii de echilibru.
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3. O alta discutie va trebui facuta in legatura cu alunecarea,
rostogolirea fara alunecare respectiv rostogolirea cu alunecare a celor
doi cilindri, separat sau in tandem.

4. In sfarsit, trebuie s&-ti pui problema marimilor fizice care ar
caracteriza raspunsul la intrebarea, cum se misca cilindri? Tn mod sigur,
fiind vorba de o rostogolire, deci rotatie si translatie, trebuie sa afli
acceleratiile celor doi cilindri si acceleratiile lor unghiulare. Alte marimi
interesante se vor contura, poate, pe parcursul rezolvarii.

In continuare va trebui s& examinezi cazurile in care cei doi cilindri se
migca in contact, cu toate variantele care se intrevad deja, respectiv
amandoi nu aluneca, unul aluneca iar celalalt nu si in sfarsit cazul cand
aluneca amandoi. Am considerat ca-{i este cunoscuta rezolvarea unor
probleme de rostogolire cu si fara alunecare

Deoarece problema presupune mai multe cazuri - neenuntate explicit -
este necesar sa fie alcatuit un plan al abordarii situatiilor previzibile de
la Tnceput, urmand ca alte cazuri care se contureaza pe parcursul
rezolvarii sa fie examinate ulterior. Deoarece prelucrarea mecanica,
desigur, a suprafetelor laterale - caci numai acestea intervin in decursul
rostogolirii, este diferita vom avea trei coeficien{i de frecare diferiti:
pentru frecarea dintre fiecare cilindru si planul inclinat respectiv pentru
frecarea dintre cilindri.

De ce atat de multe precautii ? Pentru ca problema are cateva variante
de evolutie a miscarilor cilindrilor si este preferabil sa le luam in seama
intai gandind si apoi muncind.

Pentru inceput rezolva cazul migcarii separate a celor doi cilindri, adica
de doua or migcarea unui cilindru pe un plan inclinat - in agezarea unei
posibile rostogoliri, dupa cum precizeaza enuntul. (Nu exageram cu
analiza dincolo de mentiunile enuntului, nefiind nici necesar si nici
eficient).

Figura 5.3

Cei doi cilindri se deplaseaza separat. Pentru fiecare este corecta o
reprezentare de tipul celei prezentate in Figura5.3. In acest caz este
deci suficient sa studiezi miscarea unui singur cilindru. Deoarece este o
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migcare de translatie si de rotatie simultana, vei aplica prima teorema a
lui Euler pentru migcarea rigidului conform careia acceleratia centrului
de masa a corpului (rigid sau nu - dar si a unui sistem de puncte
materiale ori de puncte materiale si corpuri) este data de suma
vectoriala a fortelor externe. Dupa cum se stie suma vectoriala a
fortelor interne este nula.

Cea de a doua teorema Euler, restransa la migcarea de roto-translatie a
unui rigid, respectiv a unui corp al carui moment de inertie nu se
schimba in timpul acestei miscari, miscare denumita si miscare plan-
paralela, ne da acceleratia unghiulara - a rigidului — care , multiplicata
cu momentul de inertie este egala cu suma momentelor fortelor
externe. Suma vectoriala a momentelor fortelor interne este, de
asemenea, zero.

Factorul de proportionalitate, in prima teorema, este masa corpului sau
a sistemului. Era necesar sa insistam asupra carei acceleratii se aplica
teorema, deoarece un corp in rotatie are mai multe acceleratii (un
camp, vectorial, al acceleratiilor). in cea de a doua teorema, pentru
rigid, factorul de proportionalitate este momentul de inertie, I, al
corpului. Tn acest caz, acceleratia unghiulard este un invariant al
migcarii, adica avem o singura valoare pentru tot corpul. Viteza
unghiulard o,este, de asemenea, un invariant. in schimb, s& remarcam,
ca atat momentele fortelor cat si momentul de inertie depind de punctul
(polul) respectiv prin care trece axa fata de care sunt calculate. Pentru
a evita alte teoreme si pentru ca nu exista un castig major in evolutia
calculelor, vom prefera sa luam ca referinta centrul de masa si axa care
trece prin centrul de masa.

Deci, produsul dintre masa si acceleratia centrului de masa este dat de
rezultanta fortelor iar produsul dintre momentul de inertie si acceleratia
unghiulara este egal cu momentul rezultant.

= (5.26)
FREZ =Mm-agy,

Si
DM, =1-&
- (5.27)
MREZ =l-g

De asemenea

é’tang :éCM =R-¢ (528)

Presupunerea noastra implicita - prin relatia dintre acceleratia centrului
de masa si acceleratia tangentiala, dar si indirect, prin relatia cu
acceleratia unghiulara - a fost ca nu avem alunecare sau altfel spus,
cilindrul inainteaza pe masura ce se rostogoleste, intocmai ca o roata
dintata pe o sina dintata (pe o cremaliera). Acest tip de abordare
implica, prin inexistenta oricarei alunecari, ca nici forta de frecare
introdusa nu este produsa de o frecare de alunecare. Daca facem apel,
din nou, la imaginea cu roata dintata - pe cremaliera - sim{im ca totul
este ca si cum roata se propteste in dintii (in asperitatile suprafetei)
cremalierei, care Tmping roata (cilindrul). Aceasta forta este deseori
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numita impropriu dar sugestiv, frecare statica si o regasim ca forta de
tractiune la propulsarea vehiculelor cu roti. De fapt nu este decéat banala
reactiune definita de legea a treia a dinamicii. Dar pentru ca aceasta
forta sa nu devina forta de frecare la alunecare este necesar sa fie mai
mica decat uN, valoarea fortei de frecare la alunecare. Conditia aceasta
implica, in cazul cilindrului pe plan inclinat,

Gsina—-F, =G-sina—u,-N, =m-a_, (5.29)
Si
R-F=I¢ (5.30)
dar
gz_ﬂl'Ff'Nl (5.31)
si deci
_ 2gsina
oM T T g
. (5.32)
2g0sina
E=——_——
3R
Cum

F, = uymgcosa

1 . (5.33)
F, =—mgsina
3
iti rezulta
lsina > 1, COSa
g = (5.34)

tga >34,

sau altfel spus, trebuie sa nu existe o Inclinare prea mare a planului. In
caz contrar, rostogolirea nu mai este solidara cu inaintarea si apare o
alunecare. Pentru unghiul de alunecare tga = u, )5.32) se rescrie

29 -tga _ 29 - 4y
3y1+tgla 3y L1+ 2

& max -
P 3Ry1+tg2a 3Ry1+ P

E _2m-g-tga  2m-g-u
1,0,max,(alunecare) SM 3\/@

Depasind cadrul problemei pe care o rezolvam, putem imagina situatiile
in care cilindrul se poate roti mai repede decét inainteaza - este cazul
rotilor de masina iarna pe gheata, sau se poate roti mai lent ori deloc -
cum se petrece la o franare prea brusca, atunci cand un automobil
patineaza.

a =

0,max
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Daca in cazul nealunecarii forfa de frecare este o necunoscuta, inclusiv
sensul ei, la alunecare sensul fortei de frecare este opus miscarii
relative a celor doué suprafete in contact. In acelasi timp valoarea fortei
este data de relatia lui Coulomb (Amonton): F = ux N. Aceasta relatie
este necesara, deoarece s-a pierdut o ecuatie, aceea care stabilea
legatura dintre acceleratia tangentiala si acceleratia unghiulara. In acest
fel in locul necunoscutei F apare [ Jacceleralid unghiulara, celelalte
relatii ramanand practic aceleasi.

Este important sa verificam daca sensul fortei de frecare a fost bine
propus, chiar daca in acest caz nu exista prea mari indoieli. Ne mai
propunem sa vedem valoarea raportului dintre acceleratia liniara si cea
unghiulara, raport care ne va spune cine aluneca mai repede. De
asemeni vom calcula valorile (maxime ale) necunoscutelor, la limita
trecerii in alunecare. Ceea ce confirma sensul fortei de frecare. O
relatie Re>a, ar fi insemnat o rotatie rapida, “in loc®, cu frecarea spre
Tnainte.

a_sina—umcosa _tga 1.3 1_

— -——>—-—=1 (5.36)
R 24, CO0S 2u, 2 2 2

Deoarece acceleratia centrului de masa este mai mare decat
acceleratia tangentiala («R) rezulta clar sensul foriei de frecare —si
anume spre in sus, adica cilindrul aluneca la vale, mai mult decat se
rostogoleste, ceea ce era oarecum previzibil deoarece odata cu o mai
mare inclinare a planului apare alunecarea.

Tratarea tuturor situatjilor in care cei doi cilindri sunt in contact se poate
face folosind reprezentarea grafica din Figura 5.4.

; Tl /
% .-'iﬂ:' — G
5 F N z
5
4 4
o
Figura 5.4

Chiar daca va parea evident dupa rezolvare ca echilibrul nu este
posibil, merita sa verifici acest detaliu, mai ales ca impresia este aceea
a unei sanse ca cele doua corpuri sa ramana in repaus, daca inclinarea
nu este prea mare. Ecuatiile in acest caz sunt mai simple, respectiv
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conditia pentru echilibrul fortelor si cea pentru echilibrul momentelor, cu
restrictia ca cele trei (patru) forte de frecare sa fie marginite de valorile
respective de alunecare. Vei avea sase necunoscute, trei forte normale
si trei forte de frecare.

Gcosa+F-N, =0

Gsina-F, +N=0

Gcosa-F-N, =0

Gcosa—-F,-N=0

R(F,-F)=0 (5.37)
R(F,-F)=0

F<uN

Fo<u-Ng

F, <u,-N,

Si similar pentru al doilea cilindru.

o
F, =F, =mgsina q
1+~ (5.38)
U
3 __mgsina
3

Se observa destul de usor ca cele trei F - uri (fortele de frecare) sunt
egale— din relatjile privind momentele — si

N, =Gcosa +F
(5.39)
N, =Gcosa -F
dar
Gsina=0 (5.40)

presupune o inclinare zero.

Deci, o pozitie de echilibru nu exista pe planul inclinat.

Impresia, sa spunem experimentala, provine din, pe de-o parte,
idealizarea acestei frecari statice impreuna cu prezumtia unei totale
nedeformabilitati a celor doua suprafete in contact, prezumtiie ireala,
caci implica un contact - pe o linie fara dimensiuni - pe o suprafata zero
deci cu o apasare de presiune (efort unitar sau tensiune) infinita (!) iar
pe de alta parte din desconsiderarea frecarii tehnice la rostogolire,
bazata tocmai pe deformabilitatea suprafetelor in contact.

Daca cilindri se rostogolesc astfel incat raman in contact - dar fara
alunecare, fata de plan desigur, caci intre ei avem neaparat alunecare,
se impune evaluarea valorii normalei dintre cilindri care conditioneaza si
existenta unei forte de frecare, asociata acestei apasari. Sa remarcam
ca avem o singura acceleratie liniara, comuna si, datorita nealunecarii o
singura acceleratie unghiulara.

Deoarece pentru cilindru

_ mR?
2

| (5.41)
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rezulta

N+Gsina+F, =m-a,
-N+Gsina+F, =m-a, (5.42)

2
R(—Fl—y-N)zl.g:m;2 g = MaRr

2
si rezolvand n continuare:
F,=F,
_h_ma
u 2u
F1(1—£]+Gsina = ma(1+i] (543)
U 2u

F2[1+ EJ +Gsina = ma(l—iJ
U 2u

din care poti deduce ca

2_62_1
F, =F, =mgsina £
1
1+—
U
F— mgsina ( 5.44)
3
N :lmg sina[l—ljzo
Y7, 3 3

dar mai ales ca aceasta constatare se putea retine si din observatia ca
intruna din relatii acceleratia avea un coeficient (factor) care contine un
semn minus, deci s-ar fi putut anula, ce a ce este absurd. Constatare
care se intrevedea fie din egalitatea acceleratiilor cu valoarea de la
rostogolirea unui singur cilindru, fie din ultima pereche de relatii.

Deci cei doi cilindri nu se jeneaza, reciproc, deloc.

azég-sina (5.45)

Daca amandoi cilindri aluneca in timpul rostogolirii, din examinarea
solutiilor obtinute deja, se remarca necesitatea ca cilindrul naintag sa
fie cel care prezintd o frecare mai mare. Intr-adevar, acceleratia mai
mare apare la corpul cu frecare mai mica, deci numai asa vor raméane
n contact. Reluand ecuatiile, cu o normala, ca interactiune intre cilindri,
vom avea drept necunoscute o acceleratie si doua acceleratii
unghiulare care ne dau valorile normalelor. $i dupa inlocuiri succesive,
folosind:
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2+ pulpsy + 1)
2— ulw, — )
N, :GCOSa_ZJrﬂ(ﬂlJrﬂZ)
2— i, — 1)
R(F,-F)=1-¢
R(F,-F)=1-¢,

N, =Gcosa

( 5.46)

vel avea

M+ U,
2y — )
M+l
2 pilpy — p1,)
gl:iCOSa2ﬂ1+ﬂ'ﬂ1(ﬂ1+ﬂ2)_ﬂ(ﬂ1+ﬂz) (5.47)
2R 2— g, — 1)
o= 9 cosg ™ 2Hat #tta it + )~ ilas + )
2R 2— ilpty = p1,)

N =Gcosa

F=u-G-cosa

) ( 2 J cosa
a=g-sina- —-1|(-
iy — 1) I

Se remarca unele dificultati, care fac problema, oarecum, neliniara, in
sensul mai modern al fizicii neliniare (dinamica neliniara )- caci aceste
expresii de la numitor care se pot anula, din jocul valorilor coeficientilor
de frecare, obliga la reluarea problemei. De fapt, regasim solutiile de la
cazurile cand cei doi cilindri se migcau la fel.

in incheiere ar mai trebui examinate cazurile cand numai unul din
cilindri aluneca - si celalalt nu - sau cazurile in care miscarea cilindrilor
este de naturd sd schimbe sensul uneia din fortele de frecare. In
aparenta 2+8 cazuri, in fapt mult mai putine

Cateva observatii finale:

La alunecare, centrul instantaneu de rotatie - centrul vitezelor ar putea
sa nu mai fie in punctul de contact.

Deoarece factorul acceleratiei contine un minus la numitor, puteam
anticipa ca normala dintre cilindri este nula la o rostogolire identica a
acestora.

S-ar putea pune si intrebarea daca al doilea p ar putea sa fie negativ -
dar sa remarcam ca in aceasta situatie sensul fortelor de frecare nu se
schimba! Retine ca rezolvarea detaliata a unei probleme referitoare la
un solid rigid real poate fi extrem de delicata. Si retine de asemenea ca
inainte de a ncepe —tehnic - rezolvarea problemei este necesara o
buna modelare a fenomenelor si 0 analiza detaliata a tuturor situatiilor
imaginabile.
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5.6 Exemple de calcul al momentelor de inertie

Asa cum ai constatat din problema anterioara, in studiul dinamicii
solidului rigid cunoagterea momentului de inertie este esentjala.
Momentele de inertie pot fi calculate, din aproape in aproape, pornind
de la formele cele mai convenabile, pentru care intuitia permite o
rezolvare imediata.

Putem spune direct, fara nici o sumare sau i ntegrare cat este
momentul de inertie al unui cerc subtire, fata de o axa care trece prin
centrul sidu si este perpendicularad pe planul cercului. intr-adevar,
toate partile cercului se afla la aceiagsi distanta (R), de axa aleasa (de
centrul cercului, prin care trece axa), astfel ca daca l-am imagina facut
din particule (elemente de masa, mase elementare), toate vor contribui
la Iz, momentul de inertie axial, fata de axa Oz, cu:

4

Figura 5.5
dl = (dm)R? (5.48)
si deci |,, nu poate fi decat
l,, =mR? (5.49)

Atunci iti poti imagina ca un disc este realizat din multe inele
concentrice, agezate unul ldnga altul (o muliime de coroane circulare),
toate de aceiasi latime, dr, si a caror masa o poti deduce pornind de la
masa discului, prin regula de trei simpla.

Daci la o suprafatd a discului S =z R? corespunde masa m, atunci la o
suprafata dS, a unei coroane circulare foarte inguste corespunde dm.
Aria unei coroane circulare se poate calcula simplu din produsul
lungimii sale (24r) cu latimea (dr). Prin urmare aria coroanei circulare
elementare este

dS =271 -dr ( 5.50)
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si atunci, regula de trei simpla te conduce la

4

Figura 5.6
m 2m-r -dr
dm = 227z-r-dr:T (5.51)
cu un moment de inertie, (partial) al coroanei circulare, dl
3
dl = dm.r2 = 2m-r-dr (5.52)

R2

Sumarea aceasta se poate face, la mare nevoie si prin mijloace

elementare, dar totugi o "integralé"” este mai la locul ei.

Calculul momentului de inertie presupune deci o integrala definita, de
unde incep inelele si pana unde se termina, adica pentru raze ale
coroanelor circulare elementare in domeniul [0,R], respectiv astfel incat
coroanele circulare s& "acopere" integral suprafata discului. In concluzie

i2m-r®.dr 2m-R* m-R?
1= = = (5.53)
. R? 4-R? 2
Expresie care reprezinta momentul de inertie al unui disc, plin, fata de o
axa care trece prin centrul sau si este perpendiculara pe planul discului.
Deoarece grosimea discului nu a intervenit in calcul putem trage
concluzia ca daca punem mai multe discuri de aceiasi raza, unul peste
altul, astfel incat sa constituie un cilindru (ca la un teanc de monezi!),
momentul total (momentul de inertie al unui cilindru), va fi suma
momentelor de inertie ale discurilor, care au aceleasi raze, R:

J mR? (5.54)

cilindruplin = E
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desigur, masa, m fiind acum masa acestui disc "gros" care este
cilindrul nostru . Figura 5.7.

r4

Figura 5.7

Din aproape in aproape, am putea calcula momentul de inertie al unui
con, drept, fata de axa lui de simetrie, axa conului. O idee ar fi sa "taiem
acest morcov" in feliute transversale (cam cum se taie in mod uzual un
morcov!), care inseamna un teanc de discuri, dar de raze diferite si deci
de mase diferite. Cateva indicatii: masele feliilor, sunt proportionale cu
suprafata lor, nr’>. Razele "felilor", r, sunt proportionale cu distanta
feliilor la varful conului. Daca vizualizam conul ca un morcov cu varful in
jos, asemanarea triunghiurilor care se formeaza, este mai usor de
urmarit.

y

Figura 5.8
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Cu aceste indicatii si folosind metodica deja aplicata pentru disc, poti
incerca un calcul al momentului de inertie al conului fata de axa proprie
de simetrie. Vei obtine daca lucrezi corect, valoarea

3

on =7 MR’ (5.55)

Volumul unui con este: aria bazei ori inaltimea supra trei, de altfel orice
formé "piramidala”, fie piramida, fie con, fie chiar si sferd (consideratéa
ca un ansamblu de piramide cu varful spre interior, cam cum este
alcatuit ananasul!!!): Veon = TR? h /3; Icon = 3m R? /(10).

Cine se mai incumeta la un calcul, dupa atatea detalii ?

Momentul de inertie al unei bare se poate calcula (in raport cu o axa
perpendiculara pe bara), fata de o axa care trece prin capat, prin mijloc
sau printr-un punct oarecare de pe bara— ori din afara ei!

T\____
|
I
|
i

N, SN

B Ram

.

Figura 5.9
Cu regula de trei simpla, masa portiunii elementare din bara va fi
m - dx
L
astfel ca momentul de inertie al portiunii elementare de bara este

dm

(5.56)

dl :xz-dm:%xzdx (5.57)

Integrala care permite calculul momentului de inertie integral al barei
fata de un capat ( ca in imaginea din dreapta in Figura 5.9) este

L
| = Imxzdx ( 5.58)
0 L
astfel ca valoarea acestui moment este
mL?
| = 5.59
3 ( )

Ce ar trebui modificat ca séa obtii momentul de inertie fatd de o axa care
trece prin centrul barei si este perpendiculara pe bara? Poate alte limite
de integrare?
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Intr-adevar, noul moment de inertie corespunzator situatiei barei din
imaginea din stanga din Figura 5.9. este

( 5.60)

Observatie. iIn mod traditional axele de rotatie se deseneaza punctat,

cel mai des in succesiunea "liniuta punct liniuta punct” etc.

Sector efrcular plat

Coordomafele cenfrului de masa 5§
Volurml

Cazuri speciale

. a=m
Placa senweirautard

Grogime =&

2. a=Ir
Placa cireutard
(etise)

Segment ade cerc, plat

(m 5;;2 @) o n)

Terfraedry
rectatgular

L-%w+ﬂ

L-%w+ﬂ

Vo AR :,-—(1+m)
1 a
1
=3
4R I b
o0 = ——
(& -
xR%t mR*
vty ==
{Olﬂim ;!-IruT
V=Rt mR?
Lo B
=
4Rsin' (/) TP
3{er — sin a) T
¥
?-%£@~Mﬂ g-%?u+n
L-%Fﬁ+h
L *_jl—msftg..m
o — SN
abe B ;_ﬂﬂ,:+:=,__
444 BT
| abe = A 1
V--G— L m(n+c}
- e
I, m{a + b
5 e e | i
(0,0, !I-Ir-lr-“:'m(:,ﬁ)
V= {rR = 1)
©,0,0) | L=50+c)
v-ifﬂ:

Figura 5.10
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Inseamna c& momentul de inertie al unei plici plane are aceeasi
expresie cu cel al unei bare. Dar in cazul unei sfere, cum ar trebui sa
procedam? Poate sa "taiem" sfera in discuri subtiri, paralele— ca pe o
lamaie — (perpendicular pe axa de simetrie) felii de grosimi "dz", de raze
diferite "r", de mase "dm" si, evident de momente de inertie "dI".

Ce alte momente de inertie am mai putea calcula? Poate o placa

dreptunghiulara?

(Pentru momentele de inertie exista tabele si culegeri de expresii
pentru diferitele forme mai raspandite sau mai frecvent intalnite Tn
aplicatiile tehnice. Tabelele din Figurile5.10 si 5.11 cuprind date despre
momente de inertie la cele mai diferite obiecte

Caford sforied pind

Parabalodd de rafape

it

Far plia

Coordonatele centrului de masi si |
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» (u.&m_ﬂ) : 2[ M gx
LA 5 mé| 20R* — 15RS + 38°
V-E (3R — &) h-ﬁ[_‘_ﬁ]

( peniry & = R, emisferd
ahe., — L =1, = $mR?
V= 4R and z. = §R)

I,-I,-%ck’ + 3HY)

1

I =

3

L= 20+ 3
1,-%:a*+ aHY)

L=2+b)

Lml= %mu 1HY)

3
I, = — mR?
T
H m -. N
(u 0, 'i') I, = E(-ﬂu-’ + 8HY)
abH m =
VeSS l,-ﬁ[da‘+3H’)
m
(0,0,m L=1 _%[¢1+ 5c%)
V = 2x'Rr?

L-?[Aﬂ.’ + 3

Peniry B ==r torul devine cerc pentru carg

i L =1, = mR'72 L= mi)
Trumehl 8 200 ‘ . (I} l:l —-—-——ﬂ“iﬂ; +m;"-) I = I, - 1
- L 2 ®
[_ ';(ﬂ +a+1) [ gt ppy 4 @R46RE + RCGH 2R
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5.7 Test de autoevaluare5.1.
Raspunde la intrebarile testului de mai jos

@%’ 0@ A T

1. Prin ce se caracterizeaza miscarea plan-paralela? ,
2. Care este energia cinetica de rotatie a unui solid rigid?

3. Cum se defineste momentul de inertie al unui punct material?

4. Calculeaza momentul de inertie al unui sfert de cerc fata de centrul
cercului din care a fost taiat. Firul din care este facut sfertul de cerc are
masa m sirazar

5 Calculeaza momentul de inertie al unui sfert de disc cu masa m si
raza r fata de centrul cercului din care a fost taiat

Réaspunsurile la intrebarile testului le gasegti la pagina 117
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5.8 Lucrari de laborator

)

A. Conservarea impulsului

Cauta o planseta cu rotile, sau ceva similar. Cauta o masinuta de
jucarie, cu arc sau chiar electrica, in stare de functionare!
Aseaza,vehiculul” la marginea plansei si porneste-I.

Plangeta ar trebui sa se deplaseze in sens opus. De ce ?
Masoara deplasarea plansetei, si a masinutei fata de un reper
exterior plangetei precum si lungimea plansetei.

Cu o balanta cantareste cele doua obiecte. Deplasarile si masele
intra intr-o relatie astfel incat centrul de masa la inceput si la
sfarsit trebuie sa fie in acelasi loc. De ce ?

Verifica afirmatia de mai sus.
Daca ai putea dispune de doua masinute, identice ai putea

face o experienta pornindu-le de la capetele opuse de-o data,
una spre cealalta. Ce se va intdmpla?

B. Determinarea coeficientului de frecare la rostogolire.

Cauta un cilindru, o cutie de bere, un deodorant, un spray sau
o cutiuta de vitamina C umpluta cu nisip ca sa fie mai grea. Cutia
de bere va fi mai utila, la fel, umpluta cu nisip si sigilata cu ceva
(un leucoplast sau banda adeziva).

Cauta o foaie de burete de la un ambalaj pentru mobilier.

Aseaza foaia buretoasa pe un plan inclinat si modifica inclinarea
planului pana obtii rostogolire uniforma. Atunci: tgx = coeficientul
de frecare la rostogolire, a fiind unghiul la care Tincepe
rostogolirea. Ti-am sugerat aceste materiale deoarece coeficientul
de frecare la rostogolire este mic si doar pe o suprafata

deformabila creste astfel incat unghiul sa aiba valori mai usor de
masurat.

Daca asezi corpul cilindric cu generatoarea n lungul planului,
putem prin aceeasi metoda sa aflam coeficientul de frecare la
alunecare.

Compara cele doua rezultate . Discutje.
Refa experimentul cu mai multe suprafete deformabile dar si cu un

corp deformabil — o minge mai dezumflatd sau o minge
medicinala sau altceva.

C. Determinarea centrului de greutate

la o rigla mai lunga si aseaz-0 pe muchia unei prisme
triunghiulare sau pe generatoarea unui semi cilindru, astfel incat
sa fie in echilibru. Poti folosi un corp cilindric dar tinut fix pe
masa.

Noteaza diviziunea riglei care se afla pe linia de sprijin.
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. Pentru o rigla omogena ar trebui sa fie la mijloc. De ce?

. Aseaza la capetele riglei doua gume la fel sau mai bine doua
bucati de creta egale astfel incat sa realizezi echilibrul.

o Apoi, pastrand una din crete nemiscata, pune doua crete in
cealalta parte si noteaza noua pozitie care realizeaza echilibrul.

o Apoi trei crete etc.

Daca ai efectuat cu grija echilibrarile, produsul dintre distantele
cretelor la linia de echilibru cu numarul de crete, ar trebui sa fie
constant. De ce ?

o Verifica aceasta presupunere.

5.9 Raspunsuri la testul de autoevaluare

©§ ’ ﬁ Ré&spunsuri la Testul de autoevaluare 5.1

. In aceastd miscare — plan paraleld — traiectoriile punctelor solidului
sunt paralele cu un plan fix. Toate punctele solidului situate pe o
normala la acel plan se misca identic. De aceea miscarea plan-
paralela se reduce la migcarea unei figuri plane in planul sau.

2. Energia cinetica de rotatie a unui solid rigid este
1 1 def
Erot =Z§mkR§co2 =§Ico2, unde | = kaRi este momentul de
k
inertie al rigidului fata de axa de rotatie.
3. Momentul de inertie al unei punct material fata de o axa este egal
cu produsul dintre masa punctului material si patratul distantei sale
pana la axa: mR?
N . 2m
4. Masa portiunii elementare din arc este dm =—r -d¢ . Momentul

rr
712

de inertie este J = I r22M49 _ mr2. Firesc, nu?
T

5.Masa ,,dreptunghlulm elementar de laturi x-d@ si dx

estedm = 4—n;'x-dx -d@. Momentul de inertie ,elementar” este

ar
dJ =4—mx -dx -d@ iar momentul sfertului de disc este
ar?
rl2 2
i = x3dx |d@=——
I= Tr? I I 2

€

117



Solidul rigid

Daca n-ai ales raspunsurile corecte, ar trebui sa recitesti paragrafele
5.1,5.25i 5.6

5.10 Termeni si expresii cheie. Formule cheie

, Termeni gi expresii cheie
'@ ﬁ Solid rigid.

Migcare plan paralela

Centrul vitezelor, centrul acceleratiilor

Miscare elicoidala instantanee

Efectul fortelor si momentelor asupra miscarii solidului rigid
Moment de inertie

>

R/
*

>

R/
*

R/
>

R/
*

>

R/
*

R/
L X4

Formule cheie

% V=V, +axR' viteza in sistemul mobil
* E, = Z%mkREa) = —lw* Energie cinetica de rotatie
k
=Y mRZ=mRZ,(m=>m,)
o K k Moment de inertie
| = [R?dm = mR?
N Y % :%mL2 Momentul barei fatd de centru
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5.11 Lucrare de verificare 5

Rezolva problemele de mai jos.

Fiecare din aceste probleme isi are raspuns in materialul expus in
aceasta Unitate de invatare. Pentru detalii suplimentare sau lamuriri,
consulta Bibliografia sau contacteaza autorii la adresa de e-mail
oferita in Introducere. Raspunsurile corecte la aceasta lucrare nu
trebuie sa depaseasca doua pagini A4.

Trimite tutorelui solutjiile pe care le consideri corecte.

e

1. Calculeaza momentul de inertie al unui cilindru fata de axul propriu

(1 punct)
2. Calculeaza momentul de inertie al unui cilindru fata de o
generatoare (1 punct)
3. Calculeaza momentul de inertie al unui con. Fata de axul propriu

(1 punct)
4. Calculeaza momentul de inertie al unei panze de con fata de axul
propriu (1 punct)
5. Calculeaza momentul de inertie al unei sfere fata de un diametru

(1 punct)
6. Determina pozitiile centrelor de masa pentru con, emisfera si placa
semicirculara (2 puncte)

7. implineste cerintele lucrarii practice din 5.8. Descrie ntr-un protocol

masurarile facute si prezinta rezultatele obtinute. (2 puncte)
din oficiu, (1 punct)
Total (10 puncte)
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Atractia gravitationala

6.1 Obiectivele unitatii de invatare 6

~

Cand vei termina de studiat acest capitol vei fi capabil sa:

identifici marimile si notiunile specifice campului
gravitational;

identifici notiuni si concepte necesare formularii teoriei
relativitatii restranse;

explici unele elemente de cinematica si dinamica relativista
rezultate din postulatele teoriei relativitatii si transformarile
Lorentz;

fenomenelor studiate,in scopul rezolvarii unor probleme sau

stabilesti corelatii intre méarimile fizice caracteristice
al unor aplicatii teoretice si/ sau practice;

utilizezi cunostintele dobandite in analiza unor sisteme
tehnologice;

6.2 Forta Coriolis si rotatia Pamantului

7
/
/

h\

\

Imagineaza-{i un eschimos care si-a construit igloo-ul exact deasupra
polului nord. Dimineata, inainte sa plece, face sa oscileze un pendul pe
directia intrarii in coliba sa din blocuri de gheata. Oare ce gaseste la
intoarcere dupa "o jumatate de zi" (6 ore)?

Pendulul are o miscare circulara, in planul lui de oscilatie si, in absenta
unor momente ale fortelor externe, isi va conserva momentul cinetic.
Dar singura legatura a pendulului cu "exteriorul" este firul, care, perfect
flexibil, nu poate sa transmita un moment al vreunei forte. Prin urmare
momentul cinetic se conserva atat ca marime cat si ca orientare,
iar planul de oscilatie va ramane acelasi.

(Pentru carcotasi. Exista la capetele "cursei" respectiv la capatul
fiecarei semioscilatii un moment — de timp — de viteza zero, cand si
momentul cinetic este zero, dar atat de scurt timp Tncat nu poate
influenta problemal

In realitate existd un moment al fortelor externe care influenteaza
miscarea, cel al fortelor de frecare cu aerul , dar pentru discutia noastra

L//Y\\_ este neimportant, deoarece el este perpendicular pe planul de oscilatie,
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Atractia gravitationala

respectiv paralel cu momentul cinetic "de baza". Frecarile vor influenta
doar amplitudinea oscilatjilor, micsorand-o.

Mai exista un moment al unei forte externe care influenteaza miscarea,
cel al greutatii, aici — la pol — identificabila cu forta de atractie
universala din partea Pamantului. Dar si acest moment cinetic este
neimportant discutia noastra, pentru ca este tot perpendicular pe planul
de oscilatie.

Prin urmare, daca planul de oscilatie ramane acelasi, eschimosul va
regasi pendulul osciland pe o directie perpendiculara celei de
"dimineata". Ar putea crede ca cineva, ca sa il necajeasca, a oprit
pendulul si I-a facut sa oscileze altfel!

Daca insa este congtient ca se afla intr-un sistem in rotatie, un sistem
de referinta neinertial, isi va spune ca, probabil, exista o forta de
inertie — si nu greseste!

Forta de inertie care apare in sistemul neinertial prezentat mai sus, aflat
in rotatie, poarta denumirea de forta Coriolis, de la numele inginerului
francez Coriolis.

In exemplul prezentat mai sus poti considera, fie cd pamantul s-a rotit
si odata cu el tavanul casei, pendulul pastrandu-si planul de oscilatie si
deci modificandu-si pozitia relativa in casa, fie ca in sistemul
neinertial a actionat o forta din familia fortelor de inertie, forta Coriolis.
Perioada de rotatie a pendulului este de aproximativ 24 de ore, cat
perioada de rotatie a Pamantului de sub casa, mai exact 23 ore 56
minute si 4 secunde.

Retine ca pentru un observator aflat intr-un sistem de referinta
neinertial, care se roteste cu viteza unghiulara » fata de un sistem de
referinta inertial, asupra unui punct material de masa m gi viteza relativa
vV, actioneaza o forta complementara numita forta Coriolis

Feoy = —2Md XV, (6.1)

Daca notezi cu w viteza unghiulara de rotatie a Pamantului, iar cu 6
latitudinea locului (la pol, 8= 90 grade),atunci asupra corpurilor aflate in
migcare relativa fatd de Pamant actioneaza o forta Coriolis care are
modulul:

Feor =2M-@-V,, -SING (6.2)

Inginerul francez Gaspard Coriolis nu a realizat experimentul de la polul
nord, dar compatriotul lui Leon Foucault, a realizat un pendul, lung de
67 m, cu o bila de circa 28 kg, suspendat de tavanul cupolei
Pantheonului din Paris, pendul care de altfel s-a numit ,pendulul lui
Foucault” . La Paris, locul experimentului, perioada cu care planul de
oscilatie se invarte in jurul verticalei locului este ceva mai complicat de
dedus, dar este de 31 ore si 47 minute.

Expresia perioadei la o latitudine & ca functie de perioada la pol este :

(@

La Bucuresti,
cat ar fi
aceasta
perioada ?
Dar in
localitatea Tn
care este

scoala in care

lucrezi?

T _ T 6.3
latitudinead — w ( : )
in care 0 are aceeasi semnificatie de latitudine a locului. @
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Crezi ca ai putea construi un pendul Foucault, care sa faca
experimentul posibil si in scoala ta?

Considera un punct material ce se deplaseaza de-a lungul unui
meridian ca in figura urmatoare si observa orientarea fortei Coriolis in
functie de sensul lui v, si de emisfera in care se deplaseaza acel punct

material.

rel

Figura 6.1

Concluzia ta va fi ca:

- in emisfera nordica, indiferent de sensul miscarii forta Coriolis este
mereu orientata spre dreapta in raport cu sensul miscarii

- In emisfera sudica, indiferent de sensul migcarii forta Coriolis este
mereu orientata spre stanga in raport cu sensul migcarii

De aceea raurile si fluviile din emisfera nordica erodeaza intotdeauna
malul lor drept (in raport cu sensul de curgere), la fel cum toate trenurile
uzeazad mai mult sina din dreapta caii lor de rulare. In schimb, n
emisfera sudica raurile si fluviile erodeaza intotdeauna malul lor stang
(in raport cu sensul de curgere)

Traiectoriile proiectilelor cu béataie lunga sunt gi ele deviate, suficient de
mult, cat sa nu nimereasca tinta.

Crezi ca acest fel de deviere de la planul
traiectoriei teoretice, ar putea fi motivul mingiilor
sutate care parca ocolesc portarul de la fotbal?
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6.2.1 Caderea corpurilor si forta Coriolis. Devierea spre est

Atunci cand un corp cade liber, acesta are o miscare relativa fata de
sistemul in rotatie solidar legat de Pamant si deci, asupra corpului
actioneaza o forta Coriolis. Deoarece aceasta forta provine dintr-un
produs vectorial este perpendiculara pe vectorul viteza din timpul
caderii. Aceasta forta transversala fata de directia initiala de miscare, va
implica o acceleratie ce va devia corpul de la o cadere strict verticala:

a= 2a)rotatie pamant "V cadere = 2ct)rotatie pamant 9 -t ( 6.49
in aceste conditii, viteza de deviere laterald este
2
g-t
Vdeviere = 2a)rotatie Pamant [ 2 ( 65)

si devierea propriu-zisa apare din integrarea relatiei de mai sus sub
forma

1(g-t3 g-t°
D= 2a)rotatie Pamant E( 2 j = Ogtatiepamant (T ( 66)
Intrucat spatiul de cadere este
g-t*
h= 6.7
) (67)

poti scrie D in forma:

D=2 D(.2g -h)? (6.8)

rotatie Pamant 3
deviatie care la caderea in emisfera nordica, este conform produsului
vectorial, indreptata spre est. Acestei deviatii i se spune scurt ,devierea
spre est”.

Dar in emisfera sudica? Daca avem deviere spre est, vom avea Si 0 deviere
la deviere? Si asa mai departe!
Dar la lansarea unei rachete pe verticala?

Aé@jua
— 3

Figura 6.2
Ce cantarim? Este o discutie la care sunt implicati mereu profesorii.

125



Atractia gravitationala

Daca folosesti o balanta de piata gen dinamometru, este evident ca vei
masura forfa deformatoare de la capatul resortului — fie el liniar sau de
torsiune. Dar aceasta forta este chiar greutatea corpului !

Daca folosesti o balanta cu un taler, cum sunt cele moderne cu afisaj
(cu cristale lichide), aceasta are in constructia sa tot un dinamometru
Daca folosesti o balanta cu doua talere, fie cea de ,farmacie, de
laborator” , fie cea de ,piatda” , Robertwall, fie cea ,romana” cu
contragreutate compari momentul fortei de greutate a corpului de
cantarit cu momentul fortei corespunzator greutatilor marcate.

in toate aceste exemple, la cantaririle de zi cu zi se masoara direct sau
indirect greutatile corpurilor.

Balanta romana

Figura 6.3

Masa se masoara greu. Cele doua moduri de definire a masei, ca
inertie a corpurilor sau ca sursa a atractiei universale intre corpuri pot
sta la baza metodelor de a masura masele.

Masa care se opune accelerarii poate fi masurata cu dispozitive numite
accelerometre.

Masa care intervine in forta de atractie universala se poate masura cu o
balanta foarte speciala si foarte sensibila, dat fiind ca forta produsa
asupra unor corpuri ,pamantesti de mici” este mica.

Savantul englez Cavendish a propus un mod de a masura direct efectul
fortei atractiei universale. Cavendish a folosit o balanta de torsiune, o
bara orizontala, cu doua bile la capete, suspendata la mijloc cu o
panglica subtire de cuarf. Rotirea barei produce un moment de torsiune
in panglica de cuart.

Figura 6.4 Balanta de torsiune
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Sursa de
fumina
e

Figura 6.5 Balanta Cavendish

Daca de bilele balantei de torsiune se apropie, simetric, doua mase
mari, (de plumb, pentru ca este mai dens dar si mai ieftin decat aurul
sau uraniul) de circa 5 kg, masele mici vor fi atrase si pendulul se va
roti pana cand cuplul fortelor de atractie este echilibrat de momentul
produs de torsiunea firului. Cu destul de multe precautii, acest sistem
poate permite masurarea constantei atractiei universale k. Sau cel putin
ar permite vizualizarea atractiei universale. "Astazi" devierea sistemului,
se poate urmari trimitdnd fasciculul unui laser (fie el si de jucarie) pe o
oglinjoara atasata sistemului mobil, anume bara cu cele doua corpuri
mici. De ce mici, pentru ca sa putem utiliza un fir subtire si deci cu
constanta de torsiune mica. Un fir de plastic poate servi la fel de bine ca
si firul de cuart. Te incumeti sa construiesti o astfel de balan{a? '{f
-]

Coulomb, aproximativ un secol dupa Newton si Cavendish, a considerat
ca intre sarcinile electrice, forta electrostatica trebuie sa aiba o expresie
similara atractiei universale, solutie care s-a confirmat. Foriele
electrostatice sunt mai mari, ele sunt vizibile la electrizari de zi cu zi, i
0 masurare similara celei propuse de Cavendish nu ar fi la fel de dificila.

Cateva date "geometrice" despre planeta Pamant:
Distantele la Soare:

Maxima — 152.109 m

Minimé& — 147.109 m

Medie — 149,2.2.109 m

Excentricitatea orbitei eliptice — 0,017
Viteza medie pe orbita — 29.800 m/s
Viteza de scépare (a doua viteza cosmica) 11,3 km/s
Perioada de rotatie (evolutie) — 365,26 zile
Perioada de rotatie (revolutie in jurul axei proprii) — 23,93 ore
Masa — 5,972.2.1024 kg
Densitatea medie — 5520 kg/m3

Inclinarea axei fatd de normala la planul orbitei — 23,45 grade de arc
Acceleratie gravitationala la ecuator — 9,78 m/s2

Departarea polilor magnetici fata de polii geografici — aproximativ 1.600
km

Deschiderea conului de precesie al axei pamantului 53 grade de arc
Durata precesiei, perioada de precesie, 222.000 ani
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Efectul Soarelui Tn "precesie" aproximativ 1/3, (16 secunde de arc
anual)

Contributia Lunii la precesia Pamantului aproximativ 2/3 (34 secunde de
arc anual, ca viteza unghiulara de precesie)

Perioada nutatiei aproximativ 305 zile

Pamantul se misca in jurul Soarelui pe o elipsa (ecliptica). Totodata,
Pamantul se roteste in jurul propriei axe de rotatie — notata R in Figura
6.6. Dar axa proprie de rotatie a Pamantului nu ramane paralela cu ea
insasi in de cursul mileniilor, ci executa o migcare care descrie o panza
conica. in figura. ,drumul” axei de rotire este marcat cu litera P. Aceasta
miscare se numeste miscare de precesie sau precesia axei Pamantului.
Pentru aceasta modificare de moment cinetic sunt necesare momente
ale unor forte externe si "responsabilitatea" revine atat Soarelui cat si
Lunii gi, dat fiind raportul distantelor, mai mult Lunii. Pe acest con de
precesie axa terestra are o tendinta de a descrie un al doilea con, mult
mai mic ca deschidere la varf , miscare care poarta numele de nutatie
marcata in imagine cu N. Acest fel de comportare se poate sesiza si la
un titirez care este ceva mai bine construit, mai mare si mai echilibrat.
Totul seamana cu folia obtinuta la ascutirea unui creion cu o ascutitoare
clasica.

Soare

Ecliptica

Figura 6.6 In Figurd proportiile NU sunt respectate

Cateva date "geometrice" despre Luna :
Distantele la Pamaént:

Maximé — 402.2.697 km

Minima — 352.2.410 km

Medie — 384.000 km

Viteza medie pe orbitd — 3680 km/ora
Viteza de scapare (a doua viteza cosmica) — 2,38 km/s
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Perioada de rotatie in jurul axei proprii — 27 zile 7 ore 43 minute 11,5
secunde

Perioada de rotatie pe orbitd in jurul Paméantului — 27 zile 7 ore 43
minute 11,5 secunde

Perioada de repetare a fazelor Lunii— 29 zile 12 ore 44 minute 2,8
secunde

Masa — (1/81) 5,972.2.1024 kg

Densitatea medie — (0,6) 5520 kg/m3

Inclinarea axei fatd de normala la planul orbitei — 1,53 grade de arc
Inclinarea planului orbitei fatd de cea a Pdmantului — 5,15 grade de arc
Acceleratie gravitationala la ecuatorul lunar — (1/6) din 9,78 m/s2
Unghiul sub care se vede Luna de pe Pamant — 0,518 grade de arc
Unghiul sub care se vede Pamantul de pe Luna — aproximativ 0,987
grade de arc

6.3 Legea atractiei gravitationale

Fizicianul englez Isaac Newton a fost preocupat de ideea ca daca pe
Pamant actioneaza o fora asupra oricarui corp, acelasi fel de forta
trebuie sa existe atat in apropierea Pamantului cat si mai departe de

acesta . Newton a considerat ca forta gravitationala se exercita atat
asupra unui mar care cade cat si asupra Lunii pe orbita ei stationara.
Lucrarile lui Newton dateaza din anii 1667, dar publicarea lor a intarziat
deoarece Newton a ezitat asupra ipotezei sale ca atat Pamantul cat si
un corp mic pot fi considerate puncte materiale, sau altfel spus, ca
Pamantul poate fi considerat ca si cum toata masa lui este concentrata
in centrul sau.

Isaac Newton, a determinat pe baza observatjilor anterioare existente la
acea epoca, ca forta de atractie dintre doua corpuri suficient de
departate pentru a fi considerate puncte materiale este are modulul:

SEDLLUL] (6.9)

r2
relatie in care constanta k, constanta atractiei universale ale valoarea
k= 6,67 - 10 unitati S.I., r este distanta dintre punctele materiale de
mase m; Si my, iar forta F se afla pe dreapta suport care trece prin cele
doua puncte materiale.

Figura 6.7 Miscarea Pamantului in jurul Soarelui determinata de atractia
gravitationala
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Vectorial relatia o poti scrie:

g mame T
r, r

F = (6.10)

r : R . :
unde —este un vector orientat in lungul dreptei care trece prin cele
r

doua puncte, orientat spre exterior. Deoarece

rlofrl

_=U:_=1’ (6.11)
ror

-

!’ este vector unitar

~

Daca vrei sa fii mai explicit vei scrie:

= MM Ty

atractialui 2asupraluil r122 L ( 6-12)
Si
ﬁatractialuilasupraluiz = kml—rgnzrz_l ( 6-13)

r‘21 r21

si este evident ca
F21 = _F12 (6.14)
Scrierea este corecta
By =—F,, (6.15)

cele doua forte reprezentand actiunea-reactiunea.

Urmarind imaginea de mai jos, retine ca:

Forta de atractie universala dintre doua corpuri punctiforme are
modulul direct proportional cu produsul masele acestora si invers
proportional cu patratul distantei dintre centrelor lor.

Legenda spune ca |. Newton statea la umbra sub un mar gsi a avut
inspiratia referitoare la aceasta lege atunci cand i-a cazut unul din mere
in cap.

Istoriografii lui Newton spun ca legenda cu marul nu este reala, dar ca
lui Newton i-a placut foarte mult si a lasat-o sa circule fara sa o nege!

l'H[

Figura 6.8
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Atractia gravitationala

Pentru corpuri sf erice aceasta prezumiie se dovedeste adevarata.
Newton a publicat in 1687 studiile sale asupra foriei gravitationale
exprimand n cuvinte ce a ce astazi se scrie

m,-m,

-~ m,-m, r
F=-_k—L 2.0 _ _k 6.16
R e ‘ ( )
sau scalar
m,-m

La acea vreme erau cunoscute rezultatele lui Galileo Galilei asupra
caderii corpurilor (aproximativ anul 1600) dar si lucrarile lui Johanes
Kepler (1571-1630) care in 1609 publicase " legile lui Kepler".

Kepler s-a bazat pe datele "experimentale" ale astronomului danez

Tycho Brahe (1546-1601), care dupa 20 de ani de masuratori

astronomice cu ajutorul unui telescop, stransese suficiente date cat,

mai tarziu sa ii permita lui Kepler sa stabileasca faptul ca planetele se

misca pe orbite eliptice (prin "fitarea", cum am zice astazi, a datelor

astronomice).

Kepler a facut aceste afirmatii si calcule in opozitie cu modelul mai

simplu al lui Nicholaus Copernic (din 1543) care fixa Soarele in centrul

"sistemului solar" si considera orbitele planetelor strict circulare.

Modelul lui Copernic a fost contestat la vremea lui de catre biserica

catolica si in 1633 Galilei a trebuit sa retracteze afirmatiile despre o

posibila miscare a Pamantului. 1)
-,

Daca pentru Luna si Soare rezolvarea este mai simpla, incercati sa
vedeti care ar fi traiectoria — fata de pamant — a unei planete oare
care? Tare complicat!

Modelul lui Copernic se potriveste foarte bine Pamantului a carui orbita
este practic circulara. Fitarea datelor astronomice dar si calculele
astronomice s-au facut doar cu rabdare, adica fara nici-un fel de
mijloace de calcul moderne. Astazi cu sprijinul principiilor dinamicii lui
Newton si a legii atractiei universale, legile lui Kepler sunt obiect de
studiu la clasa a 9-a .

Legea intaia a lui Kepler spune ca orbitele planetelor sunt
elipse — plane, avand Soarele intr-unul din focare.

Aceasta lege se deduce ceva mai greu, mai ales faptul ca traiectoriile
sunt strict eliptice, bucle inchise. Daca masa nu ar fi constanta,
respectiv daca masa planetei ar depinde de viteza pe orbita, atunci
buclele eliptice nu s-ar mai inchid perfect si axa mare a elipsei s-ar roti
ncet.

Aceasta rotire se mai numeste avansul per iheliului planetei
respective.

Avansul periheliului planetei Mercur, bine cunoscut de astronomi, a
servit drept unul din "experimentele" capabile sa sustina teoria
relativitatii a lui Einstein.
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Periheliu este punctul cel mai apropiat de Soare pentru o planeta, pe
orbita.

Apheliu este punctul cel mai departat de Soare pentru o planeta, pe
orbita (se citeste "afeliu”).

Perigeu este punctul cel mai apropiat de Pamant pentru un satelit pe
orbita in jurul Pamantului.

Apogeu este punctul cel mai departat de Pamant pentru un satelit pe
orbita — eliptica — Tn jurul Pamantului sau, privind lucrurile de la
suprafata planetei noastre, punctul cel mai inalt.

Legea a doua a lui Kepler spune ca vitezele ar eolare pe
orbite ale planetelor sunt constante

Prin viteze areolare sunt intelese ariile maturate de razele vectoare ale
planetei intr-un anumit timp, scurt. Aceste viteze areolare difera de la
planeta la planeta.

Figura 6.9 Viteza areolara

Legea a doua a lui Kepler evidentiaza faptul ca mai aproape de Soare
planetele au viteze liniare mai mari si se vor misca mai repede, iar la
apheliu acestea au viteze mai mici. Aceleasi concluzii se aplica oricaror
corpuri care respecta acest fel de legitate, inclusiv electronilor pe orbite
in jurul nucleului, daca un asemenea model este acceptat.

Legea a treia a lui Kepler spune ca patratul anului planetelor
(anul planetei) variaza ca si cubul distantelor la soare (raza
vectoare).

Daca vei considera teorema momentului cinetic, care precizeaza ca
AL=M - At (6.18)

extern
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respectiv ca variatia momentului cinetic este determinata de momentul
fortelor externe, poti remarca faptul ca in cazul miscarii planetelor, forta
de atractie gravitationala are o directie ce trece prin centru — focarul,
ales ca pol — si, avand brat zero, va determina ca momentul fortei sa fie
de asemenea zero.

Daca momentul fortei este zero se conserva momentul cinetic

AL=0 (6.19)

atat ca modul/marime cét si ca orientare( directie, sens).

Pastrarea aceleiasi directii pentru vectorul moment cinetic, implica o
traiectorie plana, pentru ca doar astfel produsul vectorial dintre ' si v
ar putea ramane constant.

Astfel poti demonstra o parte a primei legi a lui Kepler. Daca se
conserva momentul cinetic, inclusiv ca modul atunci

L=m-r-v-sina

este constant si cum unghiul lui r cu v este un unghi drept, cel putin la
periheliu si apheliu, produsul rv este constant.

Dar

r-v-dt=r-ds

ds fiind deplasarea pe arc, si pentru timpi scurti, de doua ori aria

"

"maturatd" de raza vectoare.

L-dt=m-r-v-dt =2m(1/2)r(ds)=
. . (6.20)
L -dt = 2m(ariamaturata) = 2m(vitezaareolara)- dt
L = 2m(ariamaturata) = 2m(vitezaareolara) (6.21)

Cea de a treia lege o vei deduce prin particularizarea la cazul unui
satelit terestru, artificial si anume satelitul geostationar.

Revenind la legea lui Newton a atractiei universale, generalizarea lui
Newton a constat in aceia ca a considerat ca intre orice doua corpuri se
exercita o forta de atractie a carei expresie este cea din relatia propusa
de el sau mai modern scrierea ei vectoriala.

Expresia foriei de atractiei universalda poate fi considerata sursa
greutatii, In "zona " planetei Pamant. Atunci

m-g :kMPamanat -m

R 2
sau
M

g — k P;mzanat

Daca un corp se afla la suprafata pamantului atunci
R=R,

iar daca ne aflam la o Tnaltime oarecare, h, atunci
R=R,+h

Variatia acceleratjiei gravitationale cu altitudinea devine:

k MPamanat ( 6.22)

(R, +h)’

2 MPamanat (623)

(R, +h)*

exprimare care nu te mai obliga sa iei in considerare masa Pamantului.

Oy =

g, =9 -(R,)
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6.3.1

Firul cu plumb

(@

Locul Tn care
"verticala
locului”
infeapa bolta
cerului se
numeste
"zenit" iar cel
opus | ui
"nadir”.

Firul cu plumb este un fir flexibil, care are la capatul sau inferior o
bucatica dintr-un corp greu, in mod traditional plumb, dar tot atat de
bine rolul plumbului poate fi luat de o piulita de otel. Firul cu plumb se
orienteaza dupa directia verticala, "verticala locului®.

Verticala ar trebui sa reprezinte normala la suprafata terestra,
considerand forma geometrica a "locului" respectiv. Dat fiind forma de
"geoid" a Pamantului, ,raza” sau vectorul de pozitie in sistemul de
referintd cu originea in centrul Pamantului, nu coincide cu normala
(perpendiculara pe planul tangent) decéat cel mult la poli si la ecuator!

Dar este firul cu pl umb o rientat r ealmente pe vr euna di n aceste
directii?

——

centripeta

—

adevarat
"varticala"
focuiul

R

Figura 6.10 In figurd proportiile nu sunt respectate. De firul prins la
capatul de sus este suspendat ,plumbul” reprezentat prin discul negru

Asupra "plumbului" pentru a fi in echilibru, actioneaza forta de atractie
din partea Pamantului, G si tensiunea din fir T . Rezultanta lor

ade var at

trebuie sa fie forta centripeta F
E

centrifuga

care sa egaleze centrifuga

centripet[
datorata rotirii firului cu plumb Tmpreuna cu Paméantul pe un

cerc de raza r corespunzator latitudinii ¢. intre directia razei locale

(care ar fi directia verticalei ,adevarate” — in absenta rotatiei
Pamantului) si directia firului cu plumb — care este directia verticalei
aparente apare o inclinare caracterizata de unghiul « .

Daca, tii seama si de rotatia Pamantului, atunci trebuie sa consideri ca
toate corpurile de pe Pamant si din apropierea lui care se misca solidar
cu Pamantul, au miscare de rotatie si deci acceleratie centrifuga care
compusa cu atractia gravitationala le determina o greutatea aparenta
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In cazul satelitilor geostationari, forta de atractie gravitationala si forta
centrifuga sunt coliniare, egale in modul si de sensuri opuse. Greutatea
este zero. Si nu pentru ca ne-am departat prea mult ci pentru ca cele
doua forte opuse sunt egale.

Atunci, inseamna ca firul cu plumb se va orienta dupa rezultanta
dintre forta atractiei universale si forta centrifuga de inertie. Cum cele
doua forte nu sunt coliniare, firul cu pl umb, va devia de la directia
razei terestre.

Forta care este efectiva asupra corpurilor, pe Pamant, poarta numele
de greutate. Greutatea este rezultanta dintre forta atractiei universale
si forta centrifuga de inertie. Se foloseste adeseori apelatiunea "forta
de gr eutate”, dar deoarece este cea mai importanta forta pentru
perceptia noastra, i se cuvine un nume "propriu", greutatea, de altfel
mai scurt, mai direct.

Rezulta ca si acceleratia gravitationala va ingloba aceleasi consideratji

g =
(6.24)

30 3|6

g:

Greutatea unui obiect de masa data se va modifica la deplasare a
pe suprafata Pamantului. Schimbarea latitudinii determina
modificarea fortei centrifuge si schimbarea altitudinii locului in
care se face masurarea greutatii determina modificarea atractiei
gravitationale

Daca am dori sa construim un turn de televiziune foarte inalt, care sa
permita acoperirea unei mari parti de teritoriu, eventual mai multe
continente?

O solutie ar fi sa lansam un satelit care, ca si varful turnului sa stea
mereu deasupra aceluiasi punct de pe pamant, pentru ca beneficiarii sa
nu isi reorienteze mereu antenele de receptie. Acest satelit, deci,
trebuie sa aiba aceiasi perioada de rotatie cu cea a pamantului si va
purta numele de "satelit geostationar" sau geosincron.

O prima intrebare ar fi "unde deasupra Pamantului" sa fie plasat. Cel
mai convenabil si firesc pentru noi, ar fi deasupra Romaniei. Dar ca sa
fie fix, in repaus in sistemul neinertial pamant, suma fortelor trebuie sa
fie zero, adica rezultanta dintre forta atractiei universale si forta
centrifuga de inertie sa fie zero, adica greutatea lui trebuie sa fie
zero!

Cele doua forte, forta atractiei universale si forta centrifuga de inertie
trebuie sa fie coliniare si egale. Exista un singur plan unde cele doua
forte sunt coliniare si anume planul ecuatorial si numai acolo!

Toti satelitii geostationari formeaza o centura (centura Clarck) in jurul
Pamantului, longitudinea lor puténd fi aleasa in functie de interesele
telespectatorilor vizati, respectiv de aria de acoperire dorita.
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vbltd goeastherond

Figura 6.11 Pozitionarea unui satelit geostationar de comunicatii S n
planul ecuatorial al Pamantului

La ce distanta trebuie instalat, astfel incat si cea de a doua conditie sa
fie indeplinita?

I:atractieuniversala = Fcentrifugadeinertie ( 625)
Sau:
M -m
K —Pamant __ —m.»?.(R, +h (6.26)
e Ro+1)
adica
M 2 ’
K Pamant3 — T ( 627)
(RO + h) TRotatie Pamant
sau
2 2
RO ) MPamant 2
R; '(Ro + h) T Rotatie Pamant (6.28)

2 2
g R; B 2
° (Ro + h)3 TRotatie Pamant

care dupa Tinlocuirea datelor "geometrice" conduce la o "inaltime
turnului de televiziune astfel constituit de circa 36.000 km. Aproape 6
raze terestre. Distanta la centrul pamantului va fi circa 42.000 km!
Centura Clarck are o lungime de aproximativ 265.000 km, deci ar mai fi
loc pentru ... cativa sateliti, chiar fara sa se inghesuie!
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Greutatea scade cu departarea de pamant. Dar ce se intampla cu cei
care ,calatoresc” spre centrul pamantului? Ce se intampla cu firul cu
plumb dintr-un tunel care merge spre centrul Pamantului? La prima
vedere forta atractiei universale creste, ingrijorator chiar, datorita
scaderii razei de la numitor!

Dar, o teorema sau o proprietate a campurilor de forte care depind de
1/r* este aceea cd numai masele interioare sferei imaginare pe
suprafata careia se afla punctul material atras, produc efecte .

Toate foriele datorate maselor exterioare sferei imaginare pe care se
afld punctul in discutie se compenseaza, reciproc. Intr-adevar,
considera o patura sferica, exterioara punctului material, si masele
aflate in unghiul de deschidere a doua conuri opuse la varf, adica
cuprinse in acelasi ungi solid.

d
=\
| e
Figura 6.12
m- Mstanga
Fstanga =K Rz— ( 629)
stanga
m-M reapta
I:dreapta =K R2 . ( 630)
dreapta

Dar masele sunt proportionale cu volumele, si la aceeasi grosime a
paturii sferice cu suprafetele

Mstanga = pd 'Sstanga ( 631)
Mdreapta =p -d- Sdreapta
Dar prin insasi definitia unghiului solid
o Iisztanga
stanga ( 632)
_ Sdreapta Q )
Q= RZ Imagine
dreapta meteo din
cele doua unghiuri solide centrate in varful comun al conurilor fiind satelit

egale ca opuse la varf.

Rezulta ca foriele datorate celor doua elemente de masa ale paturii
sferice sunt egale, si de sens opus si pe aceiasi dreapta suport si au
rezultanta zero. Numai masele interioare vor avea efect in valoarea
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rezultantei fortei atractiei universale din partea "Pamantului” in acest
exemplu.
Atunci, cum masa interioara este proportionala cu volumul sferei
interioare

Minterior = 472.—rp ( 6.339
3

greutatea in interiorul pamantului va fi

G =K - M Mieior _ .y 471 (6.349

r

o forta proportionala cu departarea la centrul Pamantului, si dat fiind ca
este de atractie, respectiv indreptata spre originea axelor, este o for{a
de tip "elastic". Toate acestea, desigur, presupunand ca densitatea
Pamantului nu variaza spre interior.

Firul cu plumb aflat la centrul Pamantului va fi in echilibru
indiferent deoarece gi forta de atractie universala si forta
centrifugé de inertie sunt zero.

Cea mai mica greutate se realizeaza la ecuator. Inseamna ca este cel
mai potrivit sa cumperi aur dintr-o localitate ecuatoriala si sa il vinzi la
eschimosi ! Daca gasesti cumparator, disponibil. La o tona de aur poti
castiga valoarea a trei kilograme de aur, minus cheltuielile cu
transportul, desigur. Totugi, o corectie de 0,3 % nu este de loc
neglijabila la masuratori mai precise.

6.4 Interactiuni. Introducere

Ai intalnit Tn paragrafele precedente forte datorate mai ales actiunii
“directe” dintre corpuri:

- un fir de legatura produce asupra punctului material o forta centripet3;
- contactul unui corp cu suprafata de sprijin produce o reactiune
(normala) asupra corpului;

- deplasarea unui corp pe o suprafata aspra , rugoasa da nastere unei
forte de frecare la alunecare.

Observatia arata inca sa exista si alte feluri de forte - forte care se
manifesta la distanta, forte care actioneaza si produc reactiune, chiar
daca corpurile sunt departate.

Astfel, se stie de la lectiile de geografie, ca pamantul se invarte pe o
orbita aproape circulara in jurul soarelui. Forta centripeta necesara
curbarii traiectorii sau asa cum se mentiona in capitolul precedent, for{a
necesara pentru a produce o modificare a vectorului viteza este
actiunea Soarelui asupra Pamantului.
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6.4.1 Campul de forte

inseamn& c& oriunde, in apropierea unui corp (de masad M) este
suficient sa aducem un alt corp pentru a constata existenta unei forte
(de atractie intre cele doua campuri). Un corp foarte mic, care ne
serveste spre a evidentia prezenta unei forte (in acest caz) se numeste
corp de proba (sonda). Pentru a descrie efectul prezentei corpului M,
care ar putea fi evidentiat prin corpul de proba, se introduce notiunea
de camp de forte. Corpul de proba este foarte mic, pentru ca prezenta
lui acolo sa nu produca la randul ei alt camp.

Legenda spune ca Newton a descoperit atractia gravitationala privind
un mar cazand din pom. Asa, intre noi, crezi ca daca i{i cadea un obiect
in cap — ai fi putut descoperi legea atractiei universale?

6.4.2 Intensitatea campului

Intensitatea campului de forte (masice), I este definita astfel incat
oricand sa putem afla forta £~

—

F=ml, ( 6.35)

m fiind masa corpului aflat in camp.

Notiunea de camp (de forte) precum si intensitatea I ,a campului
permite sa analizezi efectele facand abstractie de sursa (corpul) care
creeaza campul.

4.3. Liniile de camp

Curba care are drept tangente fortele (sau intensitatile campului) in
fiecare punct se numeste linie de camp. Linia de cadmp reprezinta
traiectoria unui punct care s-ar deplasa lasat liber in camp.

Voi vedea in continuare ca si alte actiuni ale corpurilor pot fi
caracterizate cu ajutorul notiunii de camp.

6.4.3 Campul gravific.

Intensitatea intr-un punct al campului gravitational este marimea fizica
exprimata prin forta care actioneaza asupra unitatii de masa a corpului
de proba adus in acel punct al cdmpului gravitational .

pot o mr (6.36)
m, nr

m, - masa corpului de proba plasat in campul gravitational

m; - masa care creeaza campul gravitational

Cunoscand intensitatea unui camp de forte care actioneaza asupra
maselor, poti oricand sa reconstitui forta asupra unui corp

F=m r

corp
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6.4.4 Masa

indiferent de modul cum a fost creat I' , sau indiferent de faptul daca stii
unde se afla sursa (masa, masele) care creeaza campul.

Retine ca intensitatea campului este o marime vectoriald. Expresia
matematica a intensitatii cAmpului poate sa difere in functie de corpul
care genereaza campul, dar expresia

F=m r

corp aflat in camp
ramane aceeasi.
Notiunea de camp se refera la proprietatile spatiului in care se
manifesta intensitatea campului T.

La modul general, cAmpul reprezinta un continuu, o prezenta punct cu
punct a unei marimi. Intr-un solid care se roteste avem un camp al
vitezelor. Tn fiecare punct avem definita o viteza care poate fi diferitd de
a punctului vecin. Aceeasi proprietate este mai sugestiva la curgerea
unui lichid.

In cazul campului de forte din apropierea pamantului vei avea campul
greutatilor corpurilor.

I, = g

P
m

Intensitatea cAmpului greutatilor este chiar acceleratia gravitationala g,

Remarca insa ca in aceasta expresie g isi are ca sursa atractia dintre
Pamant si corp, in timp ce denumirea ei (acceleratie gravitationala)
provine din considerarea principiului doi al dinamicii (acceleratia
produsa de greutate asupra unui corp in cadere libera).

Si, ca sa fii consecvent, acest g contine si efectul rotatiei Pamantului.

gravifica, masa inertiala

Cele doua moduri de a defini sau istoric vorbind, de a introduce masa
ca notiune sunt complet distincte.

Masa introdusa de legea atractiei universale, - masa care
interactioneaza - se numeste masa gravitationala sau masa gravifica;
Masa introdusa prin principiul doi al dinamicii - masa care se opune
accelerarii corpurilor - se numeste masa inertiala (masa inerta). Nu
exista inca nici un temei stiintific, inca, sa concludem ca cele doua
mase sunt identice. Din punct de vedere experimental cele doua mase
l 10—11

sunt egale pana la o abatere mai mica decat =
100.000.000.000

m. —m
adica ‘ : g‘ <107, conform unui experiment efectuat la inceputul
m.

anilor 70.

6.4.5 Forta masica

Notiunea de camp se poate aplica si altor feluri de forte: forte care
actioneaza asupra unor mase (numite forte masice) cum ar fi forfa
centripeta, fortele de inertie, dar si foriele care depind de alte marimi
decéat masa corpului.

= = >

Ce alte forte masice
cunosti?
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Retine urmatoarele relatii referitoare la campul gravitational:

F =k MMz
r.2
r—kM
r1
v =k (6.37)
r
m,m
Epot — k 1772
r
Ecin = mV2
2
6.5 Statica

Statica studiaza echilibrul corpurilor sub actiunea fortelor.

in continuare vei separa problemele staticii punctului material de cele
ale a solidului rigid. Dar pentru inceput ar trebui sa examinezi axiomele
si notiunile specifice acestui domeniu.

Principalele probleme practice de statica se refera mai ales la echilibrul
in campul gravitational terestru.

Vom profita de ,simplitatea” — aparenta a acestui capitol, in care nimeni
nu se mai misca, si il vom incarca cu cateva concepte care trebuiau,
poate, [amurite mai inainte

Axiome.

1. Pentru ca doua forte aplicate unui solid rigid sa fie in echilibru este
necesar si suficient sa: fie de modul egal, de sensuri contrare si sa aiba
ca dreapta suport dreapta care uneste punctele lor de aplicatie.

Corolar - ca sa echilibram o rezultanta avem nevoie de o forta egala si
opusa ca vector.

2. Putem adauga unui sistem de forte al unui rigid oricate forte care
sunt in echilibru.

Corolar - putem deplasa pe dreapta suport punctul de aplicatie

3. Doua solide interactioneaza conform principiului Il al lui Newton.

4. Daca un sistem de forte este in echilibru asupra unui solid, atunci
este asupra oricarui alt solid rigid.

5. Daca un corp este in echilibru fiind deformabil, atunci este si dupa
solidificare. Nu si invers neaparat.

Regula paralelogramului postuleaza ca rezultanta a doua forte egale
aplicate in acelasi punct este in planul fortelor pe directia bisectoarei si
in acelasi punct.

La mai mult de doua forte se aplica regula paralelogramului Tnca odata,
ca o iteratie sau poligonul funicular.

Consecinta - trei forte in echilibru trebuie sa fie coplanare, neparalele si
concurente. Daca un corp este in echilibru sub actiunea a trei forte
coplanare si neparalele atunci ele trebuie sa fie concurente.

Exista si inversul compunerii fortelor, descompunerea fortelor.
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Axioma legaturilor. Orice solid cu legaturi 1l putem presupune liber
inlocuind legaturile cu reactiuni (si bineinteles pastrand fortele
existente).

Exemple de legaturi - reazem, contact cu suprafete, articulatie axiala,
articulatie sferica, tije, fire, incastrari.

1. Deplasarea unei forfe pe dreapta suport prin introducerea unei
perechi actiune - reactiune. F, si F. cel mult deformeaza rigidul (il
alungesc).

2. Paralel cu ea insasi (echipolent), astfel incat IEa,(-lEb) formeaza un

cuplu.
3. Momentul unui cuplu (Rg=0) este, indiferent de polul ales:

I\ZI:(Faxﬁa)+gfbxlfb):ﬁr”axlf—r*bxlf (6.389
M =(F, —F,)xF = AF xF
M = (Ar)sinaF = bF, (6.399

unde b este bratul fortei, perpendicular pe foria

6.5.1 Compunerea fortelor paralele

Regula paralelogramului pare neputincioasa la compunerea unor forte
paralele fie ele de acelasi sens sau de sens opus.

Intr-adevar, acestea nu pot fi aduse/reduse in acelasi punct !!!

Cu ajutorul axiomelor precedente putem aduce problema la a folosi
regula paralelogramului.

Introducem —f,f, si rezultantele sunt concurente, si le putem deplasa
pe dreapta lor suport si in mod evident dau rezultanta F +F,.

f F . f F
—=-1si—=-2=DpF =b,F 6.40
b, h b, h 11 22 ( )

a) sau folosind concluzia din relatia precedenta: le mutam
echipolent intr-un pol in care cuplurile sa se anuleze, adica in locul cu
b;Fi1=b,F,. Se observa ca cele doua momente rotesc invers.

Acest mod de rezolvare grafica este valabil si la fortele paralele, dar
opuse ca semn.

6.5.2 Problema rezolvata

Care este forta cu care pamantul actioneaza asupra unui corp mic
(punct material) aflat la suprafata pamantului?

Solutie propusa

Considera un corp mic (un punct material) pe suprafata Pamantului,
considerat ca sistem de referintd neinertial. Intr-adevar, un sistem de
referinfa solidar legat de suprafata Pamantului are permanent o
acceleratie centripeta.
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In acest sistem de referintd neinertial vei lua in considerare forta
centrifuga de inertje.

2 2

Fop == (6.41)
r Rcosa

dar

V=w-r

{ @ (6.42)
V=w-Rcosp

deci

F. =M’ -R-cosp (6.43)

Tro)iectia fortei centrifuge de inertie in lungul fortei de atractie universala
E, |este:

F.., =F.,cosp=me’-R-cos’p (6.44)

efi,r

lar devierea de la directia catre centrului Pamantului, O, a greutatii (a
firului cu plumb cu plumbul in punctul M) este data de:
g0 = componenta perpendiculard pe MO
componentade lungul lui MO
t o (6.45)
Mao“R sin pcos p

tgd = 5 5

mg, —-mw°Rcos” p

unde p este latitudinea geografica a locului, iar o viteza unghiulara a
Pamantului:
I A
T 24.3600

Pentru latitudinea Romaniei (aproximativ 45° nord), modificarea
greutatii datorita rotatiei pamantului:

rad/s (6.46)

G =m( o — ®°R cos? p)zmgo(l—
9o

»°R cos’® pJ

(6.47)
AG w’Rcos’p 1

G, 9, 289

devierea este ¢ ~ 11~ % grade de arc
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6.6 Migscarea pe planul inclinat

Planul inclinat poate fi considerat un dispozitiv simplu, deoarece, de
exemplu, serveste la ridicarea corpurilor (rampa) sau la distantarea a
doud corpuri (pana) ori la apropierea lor (surubul). In acelasi timp,
planul inclinat este un mod de deplasare pentru a urca sau cobori
gradat, treptat, la sau de la o Tnaltime: coboréarea cu sania, cu schiurile,
sau urcarea unei pante pe sosea sunt, astfel de exemple ale aplicatiilor
planului inclinat ca mod de deplasare.

Ce alte aplicatii ale planului inclinat ca dispozitiv simplu cunosti?

Daca un corp aluneca liber pe un plan inclinat fara frecari, atunci poti sa
afli acceleratia de miscare. Asupra corpului actioneaza doua forte:

greutatea sa G si o reactiune (normala) din partea planului (inclinat) N.
Indicatorul rutier care arata o panta de 7% ne spune ca la fiecare 100 m
parcurgi urcam cu 7 m, respectiv sin o = 0,07.

Deoarece rezultanta lor (si deci si acceleratia a) este in lungul planului
inclinat vei alege un sistem de axe de coordonate cu una din axe
paralela la plan si cu cea de a doua axa, perpendiculara pe planul
inclinat. Atunci:

N+G=ma (6.48)
pe directiile Ox respectiv Oy

{NXJFGX:m-aX (6.49)
N, +G, =m-a, '
dar ay = 0, corpul nu se desprinde de plan gi deci a = ay,
Gsing — o
sina =ma - mg sm_a ma (6.50)
N-Gcosa=0 a=gsina

Miscarea este uniform accelerata, spre in jos.
Dar daca lansam un corp in lungul unui plan inclinat? Poti constata cu
usurinta ca in absenta frecarilor ai exact acelasi sistem de ecuatii, deci

{N =G-cosa

. (6.51)
a=g-sina

cu observatia ca acceleratia va fi opusa sensului de miscare (si vitezei),
deci miscarea este uniform incetinita.

Considerand sensul de migcare ca sens pozitiv poti scrie relatiile din
Tabelul prezentat in Figura 6.13.

la urcare la coborare
V=Vo—(gsina)t V=Vp+(gsina)
t

s =Sp + Vot — (g sin o) s:SO+Vot+ﬁ
2

[2
2

Figura 6.13
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Daca vei considera un singur sistem de axe, care sa descrie de
exemplu o lansare spre in sus, pana cand corpul se opreste si apoi
revine spre baza planului inclinat, sistemul (1) poate descrie si urcarea
si coborérea. Pozitia pana la care ajunge corpul (si se opreste) este
data de

Vfinal = 0. (6.52)
0=V, —(9-sina) tyye (6.53)
VO
" m (6.54)
__ Vo
e gsing

Constati ca la revenirea in punctul de plecare
V coborare = Vo, ( 6-55)

deoarece energia mecanica totala se conserva (nu exista lucru mecanic
al fortelor disipative).

Etotal initial — Etotal final
6.56
{E ( )

cinetictotal — E cinetic final

Dar dacd apar forte d frecare ? in primul rAnd, mai apare o forta
orientatda Tmpotriva miscarii (forta de frecare la alunecare F fecare 1a
alunecare) Care insa pentru cele doua cazuri va avea sens diferit raportat
la acelasi sistem de axe.

La urcare
N + é + 'Efrecaredealunecare = méurcare ( 657)
La coborare
N + é + If*frecaredealunecare = mécoborére ( 658)
sau, pentru axele cu orientare in sus:
_Gx - Ffrecare x — r‘nau
(6.59)
N, -G, =0
_Gx + Ffrecare X — méc
( 6.60)
N, -G, =0
Daca {ji cont ca
l:frecarelaalunecare =H- N=F *frecarelaalunecare ( 661)
componentele fortelor fiind aceleasi.
F =Fn =1-G-cosa (6.62)
a, =—g(sina + u-cosa) (6.63)

migcare incetinita spre in sus
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a, =—g(sina - u-cosa) ( 6.64)

miscare cu acceleratia orientata spre in jos, miscare accelerata.

Un caz aparte este daca marimea fortei de frecare la alunecare
u-N=u-G-cosa (6.65)
este mai mare decat componenta Gx

G, =G-sina (6.66)

Acceleratia de coborare ar putea deveni pozitiva (adica spre in sus)?
Concluzia ar fi absurda pentru ca ar insemna ca dupa oprire corpul ar
continua sa urce! Rezulta ca dupa oprire, corpul nu mai poate cobori.
deoarece forta activa, G sin «, nu poate determina alunecarea. Forta de
frecare capata semnificatia frecarii statice si este mai mica decat Fx,,
deci mai mica decéat x4 G cos « si egala, evident, cu G sin a.

F =G-sina (6.67)

f ,static

in aceasta aplicatie.

6.7 Sisteme echivalente de forte

Daca forta rezultanta are ca efect accelerarea sistemului (translatie), iar
momentul rezultant are ca efect rotatia corpului sau a punctului material
- Tn jurul unei axe, inseamna ca pentru a inlocui mai multe forte cu o
rezultanta aceasta trebuie sa produca acelasi rezultat atat la translatie
cat si la rotatie.

Doua sisteme de forte sunt echivalente daca au aceeasi
rezultanta si acelasi moment rezultant (calculat fata de
acelasi pol ).

Considera un sistem de (doua sau mai multe) forte paralele, cu acelasi
sens. Rezultanta este :

R=F+F, +... (6.68)

si deoarece fortele sunt paralele cu aceeasi axa:

R=F +F, +... (6.69)
Momentul rezultantei respecta relatiile
M, =M., +M_, +M_; +...

e b Fobe o (670

Echivalenta a doua sisteme de forte presupune aceeasi rezultanta si
acelasi moment rezultant indiferent de felul sau orientarile fortelor.
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9. Centrul fortelor paralele. Centrul de greutate. Centrul de masa

Daca vei considera un punct de referinta, si doua forte paralele plasate
in pozitiile x; respectiv x, fata de O, atunci relatia dedusa pentru aflarea
pozitiei acestui suport al rezultantei, devine:

X;F, + X,F,
Xg = ———=
F+F,
(6.71)
X F +X,F, + xR 2XF
R F+F+F +.. 3IF

Dar, acesta este si cazul greutatilor partilor unui sistem de corpuri (sau
corpuri si puncte materiale), care pot fi glisate astfel incat sa aplicam
relatia de mai sus:

X — Z“XiGi _ innig _ ZXJ. imi ( 6 72)
centru de greutate ZG Zm,g m .

Relatie care se scrie mai elegant

m. X,  m. X.
Xegreutate = Xcmass = an,]il = masa I'[Olta|é (6.73)
Daca vei considera si pozitia referitoare la o axa Oy
Zmiyi Zmiyi
ycgreutate = ycmasé = m. = m ( 674)

Centrul fortelor paralele este acelasi indiferent de sistemul de axe
considerat. Centrul de greutate respectiv centrul de masa se afla in
acelasi loc, pentru acelasi corp sau sistem de corpuri fixe.

Stewin, pe la 1600, fara sa cunoasca notiunile de functii trigonometrice,
sinus or cosinus sau proiectiile fortelor, descompunerile, a imaginat
echilibrul acestui lant, pornind de la ... catetele triunghiului dreptunghic.
Este poate , prima experienta mentala exceptand un posibil rationament
mintal al lui Arhimede
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Figura 6.14
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Figura 6.15 Echilibristul din imagine poate sta pe o singura roata pentru
co centrul sdu de greutate cade in interiorul suprafetei pe care roata se
sprijin&.

6.8 Mecanica relativista

Conform  principiului inerfiei, miscarea rectilinie uniforma se
autointretine, adica nu necesita nici o actiune exterioara pentru
mentinerea ei. Dimpotriva, orice actiune exterioara strica o astfel de
miscare, curband traiectoria sau modificAnd valoarea vitezei, adica
produce o migcare accelerata.

Reaminteste-ti transformarile ,Galilei”!

Daca principiul inertiei este valabil intr-un sistem de referinta dat, atunci
el va fi valabil in toate sistemele de referinta care se misca rectiliniu
uniform fatda de acesta. Sistemele de referinta in care este valabil
principiul inertiei se numesc sisteme de referinta inertiale. Un sistem de
referinta legat de "planeta" Pamant nu este riguros inertial, din cauza
rotatiei diurne a Pamantului, dar intr-o prima aproximatie putem
considera sistemul de referinta legat de Pamant ca fiind practic inertial.
Din punct de vedere al principiului inertiei toate sistemele de referinta
inertiale sunt absolut echivalente, nici unul nu poate fi considerat fix sau
absolut.

O formulare generala a principiului inerfiei este urmatoarea: corpurile
suficient de indepartate unele de altele (izolate intre ele) se misca unele
fata de altele rectiliniu uniform.

Este important de stabilit legatura dintre coordonatele unui eveniment
fata de diferite sisteme de referinta, adica transformarile de coordonate
care stabilesc trecerea de la un sistem de referinta la altul. Astfel, poti
stabili care aspecte ale fenomenelor si legilor sunt relative, adica depind
de sistemul de referinta ales, si care sunt absolute sau invariante, adica
independente de alegerea sistemului de referinta. Ceea ce doresti sa

148



Atractia gravitationala

stabilesti este legatura dintre coordonatele (F,t) masurate in sistemul S
si coordonatele (I",t') masurate in sistemul S', aflat in miscare rectilinie
uniforma fata de S.

Considera doua sisteme de referinta notate cu S si S'. Presupune ca S'
se misca fata de S rectiliniu uniform cu viteza constanta u. Fata de
sistemul S, aplicand regula adunarii vectoriale, vei avea:

rM=r—r,—ut, t'=t—t,,

unde ut reprezinta distanta OO' dintre originile celor doua sisteme de
referinta si toate marimile sunt masurate in sistemul S.
In mecanica clasicd newtoniana consideri c& distantele si intervalele de
timp, masurate in diferite sisteme de referinta, sunt aceleasi, adica au
un caracter absolut sau invariant.

Relatiile de mai sus se numesc transformarile lui Galilei si dau relatiile
de trecere de la un sistem de referinta la altul care se misca rectiliniu
uniform fata de primul. Aceste relatii permit determinarea coordonatelor
(',t) ale unui eveniment din sistemul S' daca se cunosc coordonatele

(7,t) ale aceluiagi eveniment in sistemul S.

t .

y Y.

Figura 6.16

Scrie transformarile inverse, de trecere de la sistemul S''a S,

I =r'+r, +U(t'+t

o+l 0), (6.75)
t=t'+t,

si diferentiaza-le
dr =dr'+udt’

r r'+u (6.76)

dt =dt'

Daca imparti relatiile de mai sus termen la termen

dr dr'+udt’ dr L (6.77)

dt dt dt
vei obtine foarte usor legea clasica de compunere a vitezelor
vV =V'+tu, (6.78)
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-/

Albert
Einstein

adica viteza unui corp fata de sistemul S este egala cu viteza "relativa"
fata de sistemul S' adunata vectorial cu viteza de "transport” a
sistemului S' fata de S.

Diferentiind relatiile de compunere a vitezelor si impar{indu-le la dt=dt,
vei obtine legea de compunere a acceleratiilor:

w_dv
dt dt (6.79)
a=a',

deoarece

u=constsidu=0 (6.80)

adica acceleratia este aceeasi in toate sistemele de referinta care se
misca uniform unele fata de altele. Acceleratia este invarianta fata de
sistemele de referinta aflate in translatie relativa uniforma. Daca
acceleratia este nula intr-un sistem S, adica, corpul este in repaus sau
se misca rectiliniu uniform fata de S, atunci acceleratia va fi nula in
orice sistem care se misca rectiliniu uniform fata de primul. Daca
principiul inertiei este valabil fata de un sistem de referinta, deci acesta
este inertial, atunci acest principiu este valabil in toate sistemele de
referinta aflate Tn miscare de translatie uniforma fata de primul, si care
vor fi de asemenea inertiale. Reciproc, daca doua sisteme de referinta
sunt inertiale, atunci ele se afla in translatie uniforma unul fata de
celalalt.

in 1863 J.C. Maxwell a formulat legile electromagnetismului si teoria
electromagnetica a luminii. Ecuatijile lui Maxwell nu sunt invariante la
transformarile lui Galilei, deci legile fenomenelor electromagnetice si
optice ar trebui sa difere de la in sistem de referinta inertial la altul.
Numeroase experiente au pus in evidenta ca nici prin mijloace optice,
nici electromagnetice nu se poate determina miscarea unui sistem
inertial si ca viteza luminii Tn vid este independenta de miscarea
inertiala a sursei sau observatorului. Aceasta contrazice legea clasica
de adunare a vitezelor si transformarile lui Galilei.

Contradictia a fost rezolvata in 1905 de Albert Einstein (1879-1955) prin
formularea teoriei relativitati. Pe baza rezultatelor experimentale,
Einstein a enuntat postulatele teoriei relativitatii:

1) Toate legile fizicii, nu numai cele mecanice, sunt aceleasi in toate
sistemele de referinta inertiale.

2) Viteza maxima de propagare a interactiunilor sau a energiei este
finita si aceeasi in toate sistemele de referinta inertiale, deci o
constanta universala. Aceasta viteza absoluta coincide cu viteza luminii
n vid.

Din al doilea postulat rezulta inexistenta corpurilor absolut rigide,
deoarece cu o bara absolut rigida, prin simpla ei impingere, s-ar
transmite instantaneu energie altui corp.

6.9 Transformarile lui Lorentz
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Considera sistemele de coordonate din Figura 6.17 y si z nu sunt
afectate de miscarea reciproca a sistemelor, fiind transversale pe
directia de migcare, deci y'=y si z'=z. Pentru coordonatele x' si x trebuie
sa existe o relatie liniara de forma:

b 4 S ¥ L&' v

’J [T

u,r X
xl

T -
/ X
F 4 2!
Figura 6.17
X'=a(x —ut) (6.81)

unde a nu depinde de coordonate, ci eventual de viteza u de transport
dintre cele doua sisteme de referinta. Analog, vei avea:

X = a(x"+ut'). (6.82)

Coeficientul o trebuie sa fie acelasi, in virtutea echivalentei sistemelor
inertiale si a primului postulat al teoriei relativitati. In cazul
transformarilor lui Galilei o=1.

Foloseste postulatul al doilea pentru determinarea lui o.. Presupune ca
in momentul initial, cand originile celor doua sisteme de referinta
coincid, se emite un semnal luminos din origine in directia axei Ox. Un
punct oarecare n care ajunge semnalul are coordonata x=ct in sistemul
S si x'=ct’ in sistemul S'. Aplicand transformarile de coordonate pentru
acest punct, vei obtine:

t'= —u)t
ct'=a(c—u) ’ (6.83)
ct =a(c+u)t’
de unde, inmultind membru cu membru:
2 =a?(c® ) g o1 (6.84)
\/ uZ \/1_ﬂ2
1-—=
c
u :
unde g =—, deci:
c
. X—ut
1_ 2
. ﬂ. (6.85)
_ x'+ut
1- p?

Si
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(6.86).

1-5

Relatiile de mai sus se numesc transformarile Lorentz,

Transformarile lui Galilei se obtin la limita c—»>«w sau cand u<<c.
Conform primului postulat, toate legile fizicii sunt invariante la
transformarile lui Lorentz. Viteza maxima c, egala cu viteza luminii in
vid, nu poate fi depasita.

Diferentiind transformarile lui Lorentz, vei obtine:

dx :M, dy =dy', dz=dz'

\1-p?

udx’ (6.87)
+

"

Impartind primele trei ecuatii la ultima, poti obtine relatiile de compunere

a vitezelor in mecanica relativista

_dx  dx'tudt' v +u

=" = =X 6.88
*odt . udx' V' u ( )
dt'+—— 1+
C C
_dy _dy'yl- B’ _ 1-p° (6.89)
Yo dt . udx' v, u '
dt'+— 1+ 2
C
dz  dz\1-B2 v, 1-PB2
,=— = _ = : : (6.90)
dt . udx Vi u
dt'+ > 1+ 5
C C
sau relatiile
v = "xv‘“ , (6.91)
1- Xz
v,y 1-p7
v, = (6.92)
1- Xz
1_ 2
v = YN T P Vvu (6.93)
-
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Pentru cazul limita, u<<c, vei regasi formulele de compunere a vitezelor
din mecanica clasica. Compunerea vitezelor in mecanica relativista
arata ca viteza ¢ nu poate fi depasita.

6.9.1 Consecinte ale transformarilor lui Lorentz:

1) Contractia lungimilor. Un acelasi corp are lungimi diferite daca
sunt masurate in sisteme de referinta diferite. Fie o rigla asezata in
directia axei Ox in repaus in sistemul de referinta S, avand lungimea
lo=x2-x1. Lungimea riglei, masurata in S', va fi data tot de diferenta
coordonatelor capetelor riglei luate in acelasi moment de timp t':

| =(x',—x",), = (xﬂ/l—ﬂz —ut')— (xlwll—ﬂz —ut'):
I = (Xz _Xl)\/l_ﬂz = lo\/]-_ﬁ2 <l

Deci, lungimea masurata in sistemul de coordonate propriu (fata de
care rigla este in repaus) este maxima. Acelasi rezultat se obtine si
daca se considera rigla in repaus fata de sistemul S'.

(6.94)

Deoarece coordonatele transversale nu se modifica (y=y' si z=Z'),
volumul se contracta in acelasi raport ca si lungimea, adica:
V =V,4/1- B%.
2) Dilatarea duratelor. Duratele aceluiasi proces au valori diferite
daca sunt masurate in sisteme de referinta diferite. Fie un proces care
are loc in sistemul S, intr-un punct de abscisa x, ce are durata to=t,-t;.
Durata aceluiasi proces, masurata in S', in acelasi punct de abscisa x
este:

ux ux

tz_? tl_? Lt To

C - - - 1-p
Deci, durata masurata in sistemul de referinta propriu este minima.
Acelasi rezultat se obtine si daca procesul are loc in punctul x' din
sistemul S'.

Rezulta astfel caracterul relativ al simultaneitatii, adica doua

evenimente simultane n sistemul S, nu mai sunt simultane Tn sistemul
S

> 7, (6.95).

r=(t',-t,)

Din relatile de mai sus rezulta ca produsul dVdt este un invariant fata
de transformarile Lorentz:

dt,

\1- 2

dVdt = dV, 1 g2 = dv,dt, (6.96)
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6.10 Elemente de dinamica relativista

Primul postulat al mecanicii relativiste afirma ca toate legile fizicii sunt
invariante, deci si legea conservarii impulsului definit prin p=mv. Prin
1 urmare, daca impulsul este definit de produsul dintre masa si viteza si
. Tn mecanica relativista, la fel ca in mecanica clasica, atunci, pentru ca
| (35_ legea de conservare a impulsului sa fie invarianta la transformarile
= Lorentz, masa trebuie sa depinda de sistemul de referinta fata de care
‘f,: 0 masuram, adica: mv =m'v'. Daca relatia este valabila vectorial, atunci
ea trebuie sa fie valabila si pentru fiecare componenta in parte.
hg';’;w_‘s;mm ‘ ?2 Scrie acieasthé rglatie pentrg compon'epta .Tn directig a.xeiv Qy a unui corp
overage Code ASTO2BNO." Je masa m in sistemul S si masa m' in sistemul S' si sa {ine seama de
relatile de compunere relativista a vitezelor:

R e A o (6.97)

V' u m=m v u
1+ X2 1+ X2
C C

mvy:mvy:m

Considera sistemul de referinta S' ca fiind sistemul de referinta propriu,
adica sistemul in care corpul este in repaus: v'yx=0. Atunci masa
corpului in sistemul de referinta S' este m'=mg si se numeste masa de
repaus. Cu aceste presupuneri, relatia de mai sus devine:

2
my=m1-L s>m=—"Tlo_ (6.98)
C u2
(rd

Deci, masa unui corp este minima in sistemul propriu de referinta.
Atunci cand u=c, my=0, adica un corp care se misca cu viteza luminii
are masa de repaus nula.

In continuare vei considera sistemul S ca fiind sistemul de referinta
propriu si viteza de transport a sistemului S' fiind egala cu v. in acest
caz, vei utiliza indicele "0" pentru sistemul de referinta propriu. Cu
aceste notatii, impulsul relativist se va scrie:

F=my=—0_y (6.99)
c

Legea a doua a dinamicii pentru mecanica relativista este:

g_dp_d myV _ 5 MV va :mé+—m(v (6.100)

dt  dt 2 2 E] 2_y2’
Il—v— c v2 )2 c’-v
c? 1_?

deci forta nu este coliniara cu acceleratia. Daca particula se migca cu
viteza apropiata de viteza luminii, atunci forta aplicata produce o
acceleratie mai mica decéat in cazul clasic si deviata spre normala la
traiectorie. Este din ce Th ce mai greu de modificat modulul vitezei in
comparatie cu directia vitezei.
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Teorema de conservare a energiei cinetice, trebuie sa fie aceiasi si in
mecanica relativista, adica lucrul mecanic al fortei aplicate punctului
material trebuie sa fie egal cu variatia energiei cinetice:

d(mv)

dL=ﬁﬁ=ﬁMt=—a—vm=dmﬁﬁ=vwm+mww (6.101)
unde s-a utilizat legea a doua a dinamicii in exprimarea fortei.

Darr,

dm:%:mvdv:(cz—vz)dm, (6.102)
astfel incat

dL =v2dm+(c? —v? Jdm = c?dm =dE, (6.103),

de unde dupa integrare vei obtine:
E. =mc’ -m,c?, (6.104)

unde Eq=moc? este energia de repaus, iar E=mc? este energia totala.
Prin urmare, orice variatie de energie este insotita de o variatie
corespunzatoare a masei, $i reciproc, adica legea de conservare a
energiei este i o0 lege de conservare a masei.
in mecanica clasica, energia totald se defineste pana la o constanta
arbitrara, in mecanica relativista energia de repaus precizeaza aceasta
constanta in mod univoc.

2
Cunosti ca in mecanica clasica Ezzp—m§i vrei sa determini relatia
analoga in cazul mecanicii relativiste.
Din relatiile de definitie ale impulsului si energiei, poti determina viteza
particulei in functie de impuls si energie:

p=mv nc2
E_m&}:vzﬁ. (6.105)

Tnlocuind aceast& valoare in expresia energiei, vei obtine

E=mc’=E=cp>+mic?. (6.106)

Pentru particule cu masa de repaus nula, E=pc.
Teoria relativitatii a fost verificata si se aplica in cazul particulelor
elementare (electroni, neutroni, protoni, etc.) accelerate la viteze mari,
in cazul reactiilor nucleare, in cazul fotonilor, etc
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6.11Test de autoevaluare 6.1

ﬁ,.

A,

l

Raspunde la urmatoarele intrebari:

h.qﬁ

1. Ce este for{a de atractie gravitationala?

2. Ce este energia potentiala gravitationala?

3. Cum se compun doua forte concurente?

4. Care sunt postulatele teoriei relativitatii?

5. Cum variaza masa la viteze mari?

Raspunsurile le gasesti la pagina 157

6.12 Lucrari practice

. Foloseste un lantisor de pus la gat, ori un fir flexibil sau chiar un

lan{ subtire, cu zale mai mici. Daca asezi lantul pe masa acesta
este in repaus. Daca o portiune din lant atarna peste marginea
mesei, exista o situatie cand lantul incepe sa alunece. Masoara
si noteaza lungimile portiunilor din lantisor aflate pe verticala si
pe masa.

. Raportul lor, in aceasta ordine, este chiar coeficientul de frecare

la alunecare, dintre lant si suprafaia de pe masa. Repeta
experienta cu alta suprafata, o fata de plastic, o patura, o fata de
masa si calculeaza de fiecare data coeficientul de frecare la
alunecare, dintre lant si suprafata de pe masa.

. Lasa lantul sa alunece, cronometreaza durata miscarii pana la

desprindere si calculeaza viteza medie. A fost miscarea
uniforma? A fost miscarea uniform accelerata ?
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4. Ai putea face un semn la jumatatea portiunii de pe masa si daca
migcarea nu e prea rapida si lantul prea lung, poti cronometra
timpul de parcurgere a primei jumatati si al celei de a doua (sau
treimi, sau sferturi — daca alunecarea e pe o patura mai aspra).

Din compararea timpilor mentionati vei putea eventual aprecia ce fel

de miscare este miscarea lantului.

6.13 Raspunsuri la testul de autoevaluare

QF
F “@ Ré#spunsuri la Testul de autoevaluare 6.1

1. Forta de atractie dintre doua corpuri suficient de departate pentru a

. . . mym
fi considerate puncte materiale este: F= k%.
r

2. Energia potentiala gravitationala este energia unui corp in campul
gravitational numeric egala cu lucrul mecanic necesar ridicarii unui
corp in campul gravitational.

3. Doua forte concurente se compun dupa regula paralelogramului.

4. Toate legile fizicii, nu numai cele mecanice, sunt aceleasi in toate
sistemele de referinta inertiale.

Viteza maxima de propagare a interactiunilor sau a energiei este finita
si aceeasi in toate sistemele de referinta inertiale, deci o constanta
universala. Aceasta viteza absoluta coincide cu viteza luminii in vid.

A,
f’.
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6.14 Termeni si expresii cheie. Formule cheie

s

Termeni gi expresii cheie

X Forta Coriolis;

<> Camp gravitational;

X Intensitatea Tntr-un punct al campului gravitational;
linii de camp

<> Masa gravifica; masa inertiala;

X Sisteme echivalente de forte;

<> Centrul fortelor paralele; centru de greutate; centru
de masa;

X Contractia lungimilor; dilatarea duratelor;relativitatea
simultaneitatii;

X Masa de repaus; masa de miscare;

<> Energie de repaus; energie totala;

Formule cheie

rl2
,  X—ut
X =
. 1-p?
’ X'+ut'
X =
1-p2
X
-
t'=—C
. 1-p?
t'+UX
2
t=
1-p2
m
®  m= M p=mv= 0y
2 2
14 -V
c? ) N Y
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Legi cheie

X Legea atractiei universale
o Legile lui Kepler
X Postulatele teoriei relativitatii restranse

6.15 Lucrare de verificare 6

Rezolva cerintele de mai jos si trimite tutorelui rezultatele pe care le

consideri corecte.

(e

Rezolva problemele propuse. Efectueaza lucrarea de laborator.
Folosind un editor de texte redacteaza o scrisoare cu raspunsurile pe
care trimite-le tutorelui.

1. Cum se compun vitezele in mecanica relativista? (1 punct)

2. Cum variaza masa in mecanica relativista? (1 punct)

3. Care este deosebirea - cantitativa — dintre greutate si forta

de atractie universala. (1 punct)

4. Calculeaza durata traversarii pamantului, printr-un tunel imaginar,
prin centrul pamantului, in cadere libera (3 puncte)

5. Efectueaza lucrarea practica. Redacteaza — folosind un program
de editare de texte — un protocol al lucrarii tale in care prezinta
rezultatele masuratorilor si calculele asociate (3 puncte)

Nota: Se va acorda un punct din oficiu (1 punct)

Total 10 puncte
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